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Die  politische  Arithmetik  gehört  zu  den  Theilen  der  Mathematik, 
welche  sich  im  Laufe  der  Zeit  von  dem  Hauptstamme  abzweig- 
ten und  als  selbstständige  Wissenschaft  dem  ßedüifnisse  ent- 
sprechend fortbildeten.  Sie  nimmt  ihren  Stoflf  aus  der  Fortent- 
wickelung der  staatlichen  und  socialen  Verhältnisse  des  Men- 
schengeschlechts, ist  mit  diesen,  wie  ihre  Geschichte  zeigt,  auf 
das  engste  verknüpft  und  wird  daher  auch,  je  mehr  diese  durch 
Hebung  der  Gewerbe  und  Industrie,  durch  Förderung  des  Han- 
dels und  des  Verkehrs  erstarken  und  gedeihen,  immer  grös- 
sere Bedeutung  gewinnen. 


Ihre  ersten  Anfänge  greifen  in  das  17.  Jahrhundert  zurück 
und  finden  sich  dort  in  einzelnen  Schriften  zerstreut,  wie  aus  den 
in  §.  2.  gemachten  Mittheilungen  zu  entnehmen  ist.  Sie  beschrän- 
ken sich  aber  dort  noch  auf  einen  sehr  engen  Kreis,  nämlich  auf 
die  Lehre  von  den  einfachen  Zinsen  (usurae  simplices)  und 
Zinseszinsen  (compositae),  und  dieser  Gegenstand  ist  noch  nicht 
in  eingehender  Welse,  wie  in  den  gegenwärtigen  Schriften,  behan- 
delt, sondern  man  begegnet  nur  den  ersten  elementaren  Sätzen, 
an  speciellen  Fällen  und  Zahlen- Beispielen  verdeutlicht,  keines- 
wegs aber  in  allgemeinen  Gesetzen  oder  Formeln  dargestelit. 
Selbst  der  lange  Streit  über  die  richtige  Berechnungsweise  <les 
Interusuriums , der  mit  dem  Anfänge  des  vorigen  Jahrhunderts 
(s.  §.2)  beginnt,  hat  nicht,  was  sonst  bei  Erörterung  der  Streit- 
^ fragen  gewöhnlich  ist,  fördernd  und  befruchtend  auf  die  Ausbil- 
5 düng  der  politischen  Arithmetik  gewirkt.  Erst  gegen  die  Mitte 
des  vorigen  Jahrhunderts  finden  sich  die  ersten  Sätze  der  Recb- 
^ nung  mit  einfachen  Zinsen  und  Zinses  - Zinsen  in  allgemeiner 
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Form  aufgestellt,  wie  man  sich  aus  dem  Werke  von  ünger 
„Beiträge  zur  Mathesi  forensi  1746“  überzeugen  kann,  denn  auch 
in  dem  ersten  selbstständigen,  hierher  gehörigen  Werke  über: 
Mathesis  forensis  von  Po  lack,  das  vier  Auflagen  erlebte  und 
wovon  die  erste  im  Jahre  1734  erschien,  sind  hierüber  noch  keine 
allgemeine  Gesetze  mitgethellt.  Erst  in  den  spätem  Auflagen 
dieses  Werks  sind  die  Abhandlungen  von  Bilfinger  und  Hoff- 
mann  über  die  richtige  Berechnung  des  Interusuriums  aufge- 
nommen, worin  auf  diesen  Gegenstand  näher,  aber  ohne  eine 
Theorie  zu  geben,  eingegangen  ist.  Der  Inhalt  aber,  welcher 
in  den  hierher  gehörigen  Schriften  der  damaligen  Zeit  und  in 
denen  der  Gegenwart  behandelt  wird,  hat  sich  im  Verlaufe  der  Zeit 
sehr  umgestaltet  und  ist  ein  ganz  anderer  geworden. 

Polack’s  Werk  handelt  in  den  fünf  Abtheilungen,  worein  es 

% 

zerfällt:  Von  der  Anwendung  der  Mathematik  auf  die  Juris- 
prudenz (er  war  zugleich  Professor  der  Jurisprudenz  und  Mathe- 
matik). ln  der  ersten:  Von  der  Rechenkunst  und  deren  Gebrauch 
in  der  Rechtsgelehrsamkeit  (8  Kapitel  nebst  den  Abhandlungen 
von  Bilfinger  und  Hoffmann);  in  der  zweiten:  Von  der  Geo- 
metrie und  deren  Anwendung  in  der  Rechtsgelehrsamkeit  (6  Ka- 
pitel); in  der  dritten:  Von  der  Baukunst  und  deren  Anwendung 
in  der  Rechtsgelehrsamkeit  (5  Kapitel);  in  der  vierten:  Von  der 
Mechanik,  wie  auch  Hydrostatik  und  deren  Anwendung  in  der 
Rechtsgelehrsamkeit  (3  Kapitel);  in  der  fünften:  Von  der  Chro- 
nologie und  deren  Anwendung  in  der  Rechtsgelehrsamkeit  (4  Ka- 
pitel). 

Das  Werk  von  Po  lack  ist  hiernach  speciell  für  den  Gebrauch 
der  Juristen  bestimmt. 

Mit  wesentlich  geändertem  Inhalt  erschienen  in  den  Jahren 
1744  und  1746  J.  F.  Unger’s  Beiträge  zur  Mathesi  forensi  in 
zwei  Abtheilungen  und  15  Abhandlungen.  Ueber  die  Anwendung 
der  Geometrie  findet  sich  nur  eine  Abhandlung;  über  Bau-  und 
Besserungs-Anschläge  nur  wenige  Bemerkungen.  Die  Anwendung 
der  IMechanik,  Hydrostatik  und  Chronologie  ist  übergangen.  Da- 
gegen ist  die  Lehre  von  den  einfachen  und  zusammengesetzten 
Zinsen  ausführlicher  behandelt  und  hierüber  einige  allgemeine 
Gesetze  und  Formeln  aufgestellt.  Die  Frage  über  Aufzehren  der 
Kapitalien  ist  näher  erörtert  und  der  Begriff  der  Leibrenten  und 
Alimentgelder  findet  sich,  veranlasst  durch  Süssmilch’s  Werk: 
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I über  die  göttliche  Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menscbli- 

I eben  Geschlechts,  eingeführt. 

Wichtiger  aber  und  auf  ganz  neuer  Grundlage  ruhend  ist  das 
im  Jahre  1781  erschienene  Werk  von  Chassot  de  Floren- 
court: Abhandlungen  aus  der  juristischen  und  politischen  Re- 
chenkunst in  7 Kapiteln.  Sein  Inhalt  soll,  da  er  wenig  Raum 
erfordert,  hier  angegeben  werden.  Das  erste  Kapitel  behandelt 
^ die  Zinsrechnung,  Interusurium,  mittlere  Zahlungstermine,  ver- 

I änderte  Zahlungstermine,  halbjährige  Zahlungen,  Pactum  anti- 

^ chreticum;  das  zweite:  Wahrscheinlichkeit  und  ihre  Berechnung; 

idas  dritte:  politische  Rechnungen  über  Bevölkerungen,  Sterblich- 
keits-Ordnungen etc.;  das  vierte:  Jahresrenten,  Leibrenten  allerlei 
Art,  Tontinen;  das  fünfte:  Wittwenkassen,  Waisenkassen;  das 
I sechste:  Aussteuerkassen,  Studienkassen,  Todtenkassen ; das  sie- 

bente: verschiedene  sich  auf  das  Recht  gründende  Aufgaben, 
Berechnung  der  Legitimae,  Falcidiae,  der  N'erletzung  über  die 
Hälfte,  Gesellschaftsrechnung  und  ihre  Anwendung,  Remissions* 
I rechnung  bei  Feldfrüchten,  Proportionlrung  der  Fässer,  Begriff 

7 von  Assecuranzen,  Brandkassen,  Assecuranzen  bei  Feldfrüchten, 

c 

beim  Viehsterben. 

i Die  Lehre  von  der  Zinsrechnung  ist  auf  allgemeine  Gesetze 

) zurückgebracht;  die  Sätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und 

\ ihre  Anwendung  auf  die  socialen  Verhältnisse  finden  »ich  in  die- 

I sein  Werke  eingeführt,  wie  sie  im  Wesentlichen  noch  jetzt  die 

Basis  der  hierher  gehörigen  liechnungen  bilden. 

Auf  gleicher  Grundlage  ruht  das  Werk  von  Mich  eisen  „An- 
leitung zur  jur.  polit.  und  ökonomischen  Rechenkunst.  2 Bde. 
Halle  1782  und  1784“.  Es  behandelt  etwas  ausführlicher  als  das 
vorige  dieselben  Gegenstände,  enthält  ausser  ihnen  noch  ein  Ka- 
pitel über  die  Chronologie  und  nimmt  noch  die  Lehre  von  den 
Combinationen  zur  Begründung  der  Wahrscheinlichkeits- Rech- 
nung auf. 

Ein  etwas  anderes  und  ausschliesslich  sociales  Feld  umfasst 
das  1785  und  1786  in  2 Bänden  erschienene  Werk  von  J.iN.  Te- 
te ns  „Einleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten  und  Anvvarth- 
schaften,  die  vom  Leben  und  Tode  einer  oder  mehrerer  Personen 
abhängen,  mit  Tabellen  zum  praktischen  Gebrauch“^.  Hierin  wird 
in  eingehender  und  gründlicher  Weise  von  den  Zeitrenten  ver- 
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schiedener  Art,  von  den  Gesetzen  der  JSterbiicbkeit  und  Lebens- 
dauer des  Menschengeschlechts,  dem  Zusammen -Lehen  und  Ab- 
sterben zweier  oder  mehrerer  Menschen,  von^  dem  Ueherlehen 
und  den  davon  abhängenden  Anwartschaften,  von  den  verschie- 
denen Arten  der  Leibrenten,  den  Kenten  auf  die  Dauer  des 
längsten  Lebens,  Wittwenkassen  und  Versorgungsanstalten,  von 
der  Sterblichkeit  in  ausgesuchten  Gesellschaften,  dem  Verhältniss 
der  Wittwenzahl  zu  der  Zahl  der  stehenden  Ehen,  dem  Risiko 
der  Casse  hei  Versorgungsanstalten  etc.  gehandelt. 

Es  könnte  überraschen,  dass  in  einem  Zeitraum  von  sechs 
Jahren  (1781 — 86)  also  beinahe  gleichzeitig  drei  Werke  von  ver- 
schiedenen Verfassern  erschienen,  die  unabhängig  von  einander, 
in  eingehender  und  ausgedehnter  Weise  ein  neues,  die  fragliche 
Wissenschaft  umformendes  Material  behandelten,  wozu  in  der 
unmittelbar  vorhergehenden  deutschen  Literatur -Geschichte  die 
Vorarbeiten  fehlten.  Diess  erklärt  sich  aber  einfach  dadurch, 
dass  schon  gegen  Ende  des  17ten  und  zu  Anfang  des  18ten  .Jahr- 
hunderts alle  diese  Gegenstände  durch  die  Bemühungen  Halley’s, 
Huyghens’s,  M oi vre’ s,;Sim  pson's,  Morgan’s  und  Price’s 
in  eingehender  Weise  bearbeitet  waren  und  daher  nur  einer 
Uebertragung  in  Werke  deutscher  Sprache  bedurften. 

Diess  ist  im  Wesentlichen  der  Inhalt  und  Stand  der  politischen 
Arithmetik  zu  Ende  des  vorigen  und  Anfang  dieses  Jahrhunderts. 
Die  Wissenschaft  blieb  aber  hierbei  nicht  stehen,  denn  es  traten 
im  Laufe  der  Zeit  wesentlich  neue  Elemente  in  dem  socialen 
Leben  auf,  welche  ihren  Fortgang  bedingten  und  Umfang  erwei- 
terten. Hierher  ist  namentlich  zu  rechnen  der  völlige  Umbau 
in  der  inneren  Organisation  der  Staaten,  die  Regelung  der  Steuern, 
die  Ordnung  des  Staats -Haushaltes,  Hebung  der  Gewerbe  und 
Industrie,  des  Handels  und  der  Verkehrswege,  die  Erstarkung 
des  öfientlichen  Credits,  Consolidirung  der  Börse  und  des  Geld- 
markts, die  Ausbildung  des  Vereins-  und  Versicherungswesens. 

Das  Material,  welches  durch  diese  Elemente  der  politischen 
.Arithmetik  zur  Verarbeitung  und  Erweiterung  ihres  Gebietes  zu- 
geführt wird,  besteht  in  der  Theorie  der  Staats- Anleihen,  die 
Lotterie  .Anleihen  mit  eingeschlossen,  Theorie  der  Tilgungspläne, 
A'ergleichung  der  Kapitalwerthe  unter  einander  bei  verschiedenen 
Zinsfüssen  und  THj^ungsplänen , Bestimmung  ihrer  Curswerthe, 
Theorie  der  Lebensversicherungen  und  was  damit  zusammenhängt. 
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Hiemit  ist  im  Wesentlichen  der  Inhalt  und  Stand  der  politi- 
schen Arithmetik  der  Gegenwart  und  ihre  Bedeutung  bezeichnet. 

Der  Zweck  nun,  welcher  durch  die  vorliegende  Schrift  er- 
reicht werden  soll,  ist  einerseits  ein  kritischer,  andererseits  ein 
sachlicher. 

Die  Haupt-Grundlage,  worauf  die  wisseuscbaftlicbe  Entwicke- 
lung der  politischen  .Arithmetik  ruht,  ist  unverkennbar  die  Zins- 
rechnung. Nächst  dieser  gehören  zwar  auch  die  Elemente  der 
Wahrscheinlichkeits- Rechnung  hierher,  die  zur  Werthbestimmung 
der  menschlichen  Lebensdauer,  der  Leibrenten,  Lebensversiche- 
rungen u.  s.  w.  dienen.  Mit  all  diesen  Entwickelungen  und  Be- 
griffsbestimmungen ist  aber  die  Zinsrechnung  selbst  wieder  auf 
das  innigste  verwoben,  so  dass  sie  vorzugsweise  als  Grundlage 
der  politischen  Arithmetik  zu  betrachten,  und  der  Feststellung 
ihrer  Sätze  alle  Aufmerksamkeit  zuzuweuden  ist.  Nun  herrscht, 
wie  aus  §.  2.  hervorgeht,  seit  langer  und  noch  in  der  neuesten 
Zeit  in  den  hierher  gehörigen  Schriften  so  viel  Unsicherheit, 
Sciiwanken,  Willkür,  Inconsequenz  und  Widerspruch  in  den  An- 
sichten über  die  richtige  Grundlage  für  die  Zinsrechnung  und  über 
die  Frage,  ob  bei  Bestimmung  der  Capitalwerthe  mit  einfachen 
Zinsen  oder  Zinseszinsen  gerechnet  werden  müsse,  dass  es  für 
die  w'issenschaftliche  Begründung  von  grosser  Bedeutung  ist, 
diese  Unsicherheit  und  Willkür  entfernt  und  die  Streitfrage  ent- 
schieden zu  sehen.  Hier  muss  eine  richtige  Kritik  eintreten,  denn 
Unsicherheit  und  Willkür  ist  in  keinem  Zweige  der  Mathematik 
zulässig.  Diese  Kritik  habe  ich  im  ersten  Kapitel  zu  geben  ver- 
sucht. Dort  linden  sich  vier  Lehrsätze  entwickelt  und  begründet, 
worauf  nach  meiner  Ansicht  der  wissenschaftliche  .Ausbau  der 
politischen  Arithmetik  ruht.  Sie  hnden  sich  in  vielen  hierher  ge- 
hörigen Schriften  stillschweigend  und  als  selbstverständlich  voraus- 
gesetzt. Der  wissenschaftlichen  Begründung  irgend  eines  Zweiges 
der  Mathematik  dürfte  aber  nach  meinem  Dafürhalten  vor  allem 
die  Aufgabe  zufallen,  nichts  stilLschweigend  oder  als  selbstver- 
ständlich vorau-szusetzen,  was  sich  beweisen  lässt,  namentlich 
nicht,  wo  widersprechende  Ansichten  sich  gegenüber  stehen. 

Für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  und  die 
Unzulässigkeit  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  bei  A erglei- 
chung  der  Kapitalwerthe  unter  einander  habe  ich,  ausser  dem  in 
meiner  Anleitung  §.  28 — 31.  gegebenen,  weitere  Beweise  in  §.  3., 
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4 etc.  und  42.  angegeben,  und  glaube,  dass  damit  die  richtige  Basis 
für  die  wissenschaftliche  Behandlung  der  politischen  Arithmetik 
gewonnen  und  ausser  allen  Zweifel  gesetzt  ist.  Ausserdem  habe 
ich  noch  bei  der  Behandlung  specieller  Fälle  im  Isten  nud  2ten 
Kapitel  (§.  15—20)  auf  die  Ungereimtheiten  und  Widersprüche 
hingewiesen,  wozu  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  führt  und 
führen  muss,  wenn  man  die  von  ihr  aufgesteiften  Sätze  zu  wei- 
teren Folgerungen  benützt,  und  ich  hebe  hier  das  widersinnise 
Resultat  hervor,  wozu  der  Inhalt  des  §.13.  führt,  vvornach  durch 
blosse  Entrichtung  von  fünfprocentigen  Zinsen  (also  ohne  Kapital- 
abtragung) ein  geliehenes  Kapital  in  29  Jahren  und  durch  blosse 
Entrichtung  von  vierprocentigen  Zinsen  (also  gleichfalls  ohne  Ka- 
pitalabtragung) in  36  Jahren  heiingezahlt  und  getilgt  ist.  Hierher 
gehört  auch  der  Inhalt  des  5ten  Kapitels,  welches  eine  Kritik 
der  sogenannten  Termin-Rechnung  und  der  Bestimmung  der  Ka- 
pital-W’erthe  hei  verschiedenen  Haupt-  und  Zinses-Zinsen  enthält. 
Ein  Eingehen  auf  erstere  dürfte  um  so  sachgemässer  sein,  weil,  ab- 
gesehen von  den  früheren  Schriften,  noch  in  neuester  Zeit  ein 
Aufsatz  von  l)r.  Schlech  ter  (Grunert’s  Archiv  34.  Bd.  S.  291 
u.  ff.)  erschien,  welcher  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  als 
die  richtige  und  als  besonders  wichtig  bezeichnet,  und  ein 
zweiter  von  Beschorner  (Gr.  Archiv  36ster  Bd.  S.  49  u.  f.),  der 
die  Priorität  dieser  Berechnungsweise  für  eine  andere  Schrift 
in  Anspruch  nimmt,  ln  einem  dritten  Aufsatze  (36ster  Bd.  S.  177 
u.  ff.)  von  Dr.  Schultze  werden  zwar  Bedenkengegen  die  Rich- 
tigkeit dieser  so  sehr  empfohlenen  Ftechnungsweise  erhoben  und 
auf  die  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  hingedeutet,  auf  eine  Kritik 
der  Methode  seihst,  als  einfache  Folge  der  erhobenen  Bedenken, 
nicht  eingegangen.  Der  Punkt,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist 
einfach  der;  Ist  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  weil  auf  un- 
richtige Resultate  führend,  überhaupt  nicht  zulässig,  so  kann  sie 
es  auch  hei  der  Termin-Rechnung  nicht  sein.  Sie  wird  auch  hier 
auf  unrichtige  Resultate  führen  s.  §.73  u.  ff. 

Die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zinses -Zinsen 
wurde  in  der  neueren  Zeit  in  die  jiolitische  Arithmetik  einge- 
lührt  §.  66.  u.  ff.  Es  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  ihr  in  einzelnen 
Fällen  eine  gewisse  Berechtigung  zur  Seite  steht,  worauf  auch 
in  §.  73.  hingewiesen  ist.  Aus  den  im  §.  71.  und  72.  gegebenen 
Erörterungen  geht  aber  unzweifelhaft  hervor,  dass  sie  zur  Ver- 
gleichung und  Reduction  der  Kapitaftverthe,  die  zu  verschiedenen 
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Zeiten  fällig  sind,  nicht  benutzt  werden  kann,  da  in  diesem  Falle 
nur  die  Rechnung  mit  gleichen  Haupt-  und  Zinses-Zinsen  als  die 
richtige  erscheint. 

Das  Gesagte  gilt,  wie  wiederholt  bemerkt  wurde,  für  die 
politische  Arithmetik  als  Wissenschaft  und  in  ohjectiver  Bedeu- 
tung. Damit  ist  allerdings  die  Benutzung  der  politischen  Arithme- 
tik für  besondere  subjective  Zwecke  nicht  ausgeschlossen.  Kann 
Jemand  ein  Kapital  zu  gleichen  Haupt-  und  Zinses-Zinsen  nicht 
benutzen,  so  wird  er  gut  thun,  die  Anhäufung  desselben  zu  ver- 
schiedenen Haupt-  und  Zinses-Zinsen  nach  Bedürfniss  zu  ermitteln. 
Zur  Ausgleichung  von  Ansprüchen  verschiedener  Personen  auf 
Kapitaftverthe  oder  zu  Ermittelung  der  Kapitaftverthe  in  ohjectiver 
Bedeutung  kann  aber  diese  IMethode  nicht  wohl  dienen.  In  keinem 
Falle  kann  die  subjective  Betrachtungs-  und  Behandlungsweise 
der  Kapitaftverthe  oder  die  Rücksicht  auf  Nehenumstände  zu 
einem  allgemeinen  Maassstabe  in  einer  Wissenschaft  erhoben 
werden.  Daher  wird  der  Satz  festziihalten  sein,  dass  nur  allge- 
meine und  ohjective  Gründe  bei  Vergleichung  und  Feststellung 
der  Kapitaftverthe  untereinander  gelten  können,  da  subjective  An- 
sichten und  Rücksichten  auf  Nebenumstände  in  den  Calcul,  als 
ihm  fremde  Elemente,  nicht  wohl  aufzunehmen  sind. 


Die  hier  angeregten  Fragen  sind  ausführlich  und  eingehend 
in  den  angeführten  Kapiteln  behandelt,  ferner  sind  einzelne  Fälle 
benutzt,  um  die  aufgesteiften  Sätze  in  Zahlen  zu  verdeutlichen 
und  näher  nachzuweisen.  Die  Wichtigkeit  der  Sache  dürfte  die 
Ausführlichkeit  rechtfertigen  und  einem  etwaigen  Vorwurfe  in 
dieser  Beziehung  begegnen,  ln  diesem  Sinne  möge  auch  das 
Gesagte  vom  Leser  aufgenonimen  werden. 

Noch  ein  Punkt,  welcher  zur  Beleuchtung  und  Würdigung 
des  Verhältnisses  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  und  Zinses- 
Zinsen  geeignet  erscheint,  soll  hier  hervorgehoben  werden. 


Jedermann  hält,  durch  einen  richtigen  'l’act  geleitet,  die  halb- 
jährige Verzinsung  eines  Kapitals  für  vortheilhafter  als  die  ganz- 
jährige, die  vierteljährige  für  vortheilhafter  als  die  halbjährige 
u.  s.  w.  Untersucht  man  nun,  in  welcher  Weise  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  und  die  mit  Zinses -Zinsen  diese  Frage 
beantworten  und  steift  die  angeregte  Frage  so:  „Zu  welcher  Summe 
(Si)  erwächst  das  Kapital  (A)  in  ?t  Jahren  bei  p Procent,  wenn 
die  Verzinsung  in  jedem  rten  Theile  des  Jahres  geschieht  und 


MJhmrn^ 


von  dem  Zinse  p jedesmal  der  rte  Theil  gezahlt  wird“? 

so  erhält  man  nach  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  da  in 

n Jahren  rn  Verzinsungen  jede  im  Betrage  von  ^ geleistet  wer-  . 
den,  folgende  Bestimmung: 


1)  *^1  — 100^  — 

Nach  der  Rechnung  mit  Zinses- Zinsen  erhält  man  folgende: 


a 


.....  P , r7i(rn-\) p y ^ rn(rn-l)(rn-2)/'  p , 

=A(l+rn.^  1.2  UlOO^  1.2.3  Vr.lOOy/  + 


Diese  Darstellung  kann,  wenn  durch  r getheilt  wird,  auf  folgende 
Form  gebracht  werden: 


p 1 ^ / p y 1 * 1 2 / « \* 

‘^2=^(l+”  JÖÖ^r2”^”“rAIÜÖ/ 


ln  beiden  Darstellungen  kann  r jede  ganse  Zahl  1,  2,  3 

bedeuten.  Die  Gleichung  1)  sagt  nun  Folgendes  aus: 

3)  Es  ist  gleichgültig,  auf  welche  Weise  die  Ver- 
zinsung eines  Kapitals  geschieht,  ob  ganzjährig  im 
vollen  Zinsfuss  oder  halbjährig  im  halben,  oder  vier- 
teljäbrig  im  vierten  Theil  des  Zinsfusses  u.  s.  w.  oder 
augenblicklich.  Die  verschiedenen  Verzinsungsarten 
haben  auf  den  Werth  der  aus  Kapital  und  Zinsen  in  n 
Jahren  erwachsenden  Summe  keinen  Einfluss  und  bie- 
ten keinen  Vortheil. 


Untersucht  man  nun  für  die  verschiedenen  Werthe  von  r die 
Summen , wozu  das  Kapital  sammt  Zinsen  bei  der  ganz-,  halb-, 
vierteljährigen  etc.  Verzinsung  erwächst,  so  erhält  man  für  die 
ganzjährige  Verzinsung  im  vollen  Zinsfuss  (r=l)  folgenden 
Werth  (Sj); 

4) 
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für  die  halbjährige  Verzinsung  folgend?  (r  = 2): 

5) 

für  die  vierteljährliche  Verzinsung  (r=4)  folgende: 

6) 

u.  s.  w.,  lür  die  augenblickliche  Verzinsung  (r=oc)  folgende: 

7) 


^'(I+'^  jüO+1.2(kJ|))  + l.-LC^) 


+ ••) 


7^ 

= K.e^^. 


Nun  erkennt  man  leicht  aus  Nro.  4 — 7),  dass 

<*S2<  S4  <....<  s„. 

Diess  führt  zu  folgendem: 

8)  Es  ist  nicht  gleichgültig,  in  welcher  Weise  die 
Verzinsung  eines  Kapitals  geschieht.  Die  halbjährige 
Verzinsung  mit  halbem  Jahreszins  ist  vortheilhafter 
als  die  ganzjährige  mit  vollem  Zins;  die  vierteljäh- 
rige mit  dem  vierten  Theile  des  Jahreszinses  ist  vor- 
theilhafter als  die  halbjährige  u.  s.  w.  Der  Vortheil 
wächst  mit  der  Zahl  der  jährlichen  Zeitabschnitte, 
worin  die  Verzinsung  vor  sich  geht.  Die  augenblick- 
liche Verzinsung  ist  die  vorthei  Ihafteste. 

Der  Vortheil  der  letztem  wächst  aber  nicht  ins  Unbegrenzte, 
sondern  nähert  sich  einer  bestimmten  Grenze,  die  in  Nro.  7)  an- 
gegeben ist.  Er  entfernt  sicli  im  Laufe  eines  Jahres  nicht  um 
ein  Bedeutendes  vom  Jahres-Zins  und  tritt  erst  in  grösseren  Zeit- 
räumen  als  bedeutender  hervor. 


Das  Gesagte  verdeutlicht  sich  sehr  einfach  an  einem  beson- 
deren Falle,  wenn  A=1000,  p = 6,  r = l,  2,  4,  12,  od  gesetzt 
wird.  Es  ist  dann,  wenn  ?j  = l gesetzt  wird. 


I 

L 


tl 


Ä,  = 1000.  (1  + J^)  = 1050, 

= 1000 . (I  + ^ = 1050,625 , 

Ä4  = 1000.  (1  + 1^)^  = 1050,9453 . . . 

= 1000.(1  + = 1051,114, 

.Sn  = 1000.  = 1051,271.... 

Man  kann  daher  den  in  Nro.  8)  aufgestellten  Satz  auch  so 
nach  dem  vorliegenden  Beispiele  ausdrücken: 

9)  Wenn  die  ganzjährige  Verzinsung  eines  Kapi- 
tals 5 Procen  te  abwirft,  so  ist  der  Werth  der  halb- 
jährigem eifieni  ^insfuss  von  5, 0625 5 j-'j  Proc.,  der  der 
vierteljährigen  einem  Zinsfuss  von  5,09453,  der  der 
monatlichen  einem  Zinsfuss  von  5,114...  und  der  der 
augenblicklichen  einem  Zinsluss  von  5,127...  gleich- 
zusetzen. 

Vergleicht  man  nun  die  in  Nro.  3),  8)  und  9)  erhaltenen  Re- 
sultate  mit  einander,  so  erkennt  man  auch  in  dem  vorliegenden 
Falle,  dass  die  Rechnung  mit  Zinses -Zinsen  Sätze  aufstellt,  die 
in  der  Natur  der  Sache  begründet  sind,  während  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  auf  Ungereimtheiten  führt. 

Was  nun  den  sachlichen  Theil  dieser  Schrift  betriflft,  so  ist 
in  ihr  eine  Theorie  der  Tilgungspläne  (drittes  Kapitel),  der  Staats- 
Anleihen  (viertes  Kapitel)  und  der  Lebensversicherungs-Anstalten 
(sechstes  Kapitel)  zu  geben  versucht  und  eine  Reihe  von  Auf- 
aaben  und  Anwendungen  über  Werth- Bestimmung  der  Capitalien 
und  Renten- Umwandlungen  (zweites  Kapitel)  angeschlossen. 

Die  Staats- Anleihen  spielen  in  den  politischen  und  socia- 
len Verhältnissen  unserer  Zelt  eine  so  wichtige  Rolle,  dass  eine 
eingehende  Erörterung  über  sie  «ohl  gerechtfertigt  erscheint. 
Sie  sind  mit  dem  staatlichen  Leben  der  Völker  und  den  Inter- 
essen der  Staatsangehörigen  so  fest  verschlungen,  dass  an  eine 
Lockerung  oder  ein  Ausscheiden  aus  denselben  nicht  wohl  zu 
denken,  vielmehr  ein  innigeres  Verwachsen  mit  denselben  zu  er- 


warten ist.  In  der  politischen  Arithmetik  können  sie  nicht  ferner 
unberücksichtigt  bleiben.  Mit  ihnen  steht  die  Theorie  der  Tilgungs- 
pläne und  die  Vergleichung  der  Werthe  der  Kapitalien  bei  ver- 
schiedenem Zinsfusse  und  Curse  (s.  §.  46 — 55.)  untereinander  im 
engsten  Zusammenhang.  Die  hier  einschlagenden  Gegenstände 
sind  im  dritten  und  vierten  Kapitel  behandelt. 

Zu  einem  praktisch  wichtigen  Resultate  haben  die  angedeu- 
teten Untersuchungen  geführt,  nämlich  zu  folgendem:  Dass  von 
allen  Tilgungsarten,  welche  bei  He  im  Zahlung  einer 
Anleihe  gewählt  werden  mögen,  die  Tilgung  und  V er- 
zinsung ln  Hai  b ja  h re  s fri  s teil  die  v o rt  h ei  Ih  after  e und 
wohlfeilere  ist,  denn  sie  ist  v o r t h ei  1 ha fter  und  wohl- 
feiler als  die  Tilgung  und  Verzinsung  inJahresfristen, 
oder  als  die  Tilgung  in  Jahresfristen  und  die  Verzin- 
sung in  Hai  b j ah  r es  fr  is  ten  , wie  diess  in  §.63—65  nach- 
gewiesen ist.  Bei  den  meisten  Staaten  und  Actiengesellschaf-  ' 
ten  ist  die  halbjährige  Verzinsung  eingeführt,  während  die  TU-  • 
gung  in  Jahresfristen  beibehalten  ist.  Es  ist  ivohl  ein  Leichtes  i 
bei  einer  geordneten  Venvaltung  auch  von  der  jährlichen  Tilgung 
zur  halbjährlichen  überzugehen  und  sich  dieser  nicht  unbedeu- 
tende Ersparnisse  und  \ ortheile  gewährenden  Einrichtung  zu  be- 
dienen, zumal  sie  ausserdem  die  Bequendichkeit  bietet,  nicht  für 
die  Anhäufung  grösserer  Cassenvorräthe,  welche  die  jährliche 
Tilgung  erfordert,  Sorge  tragen  zu  müssen.  y' 

Bekanntlich  gehört  die  Berechnung  des  Zinsfusses  bei  Anleihen, 
die  bei  einem  bestimmten  Tilgungsplane  zu  niederem  Curse  als  100 
ausgegeben  werden,  zu  den  schwierigsten  Aufgaben  der  politischen 
Arithmetik,  da  sie  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen  höherer  Grade 
zusammenhängt.  Ich  weise  daher  auf  die  im  §.  59.  entwickelte  Me- 
thode hin,  wo  diese  Aufgabe  durch  eine  Gleichung  ersten  Grades 
gelöst  ist,  die  näherungsweise  auf  hinlänglich  genaue  Werthe  führt. 

In  einer  Abhandlung,  welche  als  Beilage  zum  59sten  Bande 
von  Crelle’s  Journal  ausgegeben  wurde,  habe  ich  die  königlich 
preussische  Anleihe  vom  Jahre  1859  gleichfalls  behandelt.  Dort 
finden  sich  etwas  andere  Gleichungen  zur  VV^ertbbestimmung  ent- 
wickelt, als  die  in  §.58.  u.  ff.  angegebenen,  die  weniger  bequem, 
als  die  hier  aufgestellten  zur  .Vnwendung  sind.  Durch  eine  zweckmäs- 
sigere  Anlage  des  Calculs,  worauf  ich  bei  w iederholter  Bearbeltun*>' 
geführt  wurde,  sind  die  in  §.  58.  u.  ff,  gefundenen  Resultate  bedingt. 
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In  dem  sechsten  Kapitel  sind^  wie  ich  glaube,  die  sich  aut 
die  Lebens-Versicherungsanstalten  beziehenden  Fragen  und  Auf- 
gaben in  entsprechender  Vollständigkeit  behandelt.  Ausser  den 
Aufgaben  über  Werthbestinnnung  und  Berechnung  der  Leibrenten 
und  Lebens -Versicherungen  aller  Art,  einmaliger  und  jährlicher 
• Beiträge  (Prämien)  ist  eine  Theorie  der  Reserve  und  des  Sicher- 
heitsfonds, eine  Methode  über  Werthbestimmung  der  Vergütung 
im  Falle  des  Austritts,  über  Aufnahme  der  Verwaltungskosten  in 
den  Calcul  etc.  gegeben.  Ferner  sind  Tafeln  für  die  Werthe  der 
Leibrenten  und  Lebensversicherungen  beigefügt,  die  sich  auf  die 
besseren  und  zuverlässigeren  Sterblichkeits-Tafeln  gründen. 

Die  Leibrenten-  und  Lebensversicherungs- Tafel,  die  sich  auf 
die  Sterblichkeits  Ordnung  von  Northampton  gründet,  ist  dem 
Werke  von  Baily:  Theorie  der  Lebensrenten  etc.,  übersetzt  von 
Schnuse,  S.  341  und  384  entnommen;  die  von  Brune  und  De- 
parcieux  dem  Werke  Jones:  Leibrenten  und  Lebensversiche- 
rungen, deutsch  bearbeitet  von  H a 1 1 e n d o r f.  Die  Leibrententafel 
nach  Finlaison  verdanke  ich  der  Gefälligkeit  des  Herrn  M arti n 
Kasten  in  I^rankfurt,  der  mir  sie  zur  Mittheilung  überlassen  hat. 

Vergleicht  man  die  von  Hattendorf  aus  der  Sterblichkeits- 
Ordnung  von  Depai;cieux  berechneten  Werthe  mit  denen,  welche 
im  Werke  von  Baily  S.  308  angegeben  sind,  so  findet  man 
allenthalben  Differenzen,  die  möglicher  Weise  daher  rühren,  dass 
Baily  nach  reducirten  Werthen  der  Sterblichheits- Tafel  von 
Deparcieux  (S.  306  des  angeführten  W^erkes)  gerechnet  hat. 
Sollte  dies  aber  auch  nicht  der  Fall  sein,  so  ist  doch  ohne  An- 
stand dem  deutschen  Fleisse  und  der  damit  verbundenen  Sorgfalt 
und  Genauigkeit  der  Vorzug  einzuräumen,  weswegen  auch  die 
von  Hattendorf  berechneten  Werthe  aufgenommen  sind. 

Bei  Behandlung  der  im  sechsten  Kapitel  aufgenommenen  Ge- 
genstände habe  ich  versucht,  eine  kurze  und  der  Sache  entspre- 
chende Bezeichnung  für  Leibrenten  aufzustellen.  — Sie  erleichtert 
die  nöthige  Entwickelung  und  fördert  die  weitere  Handhabung  des 
Calculs  sehr,  wie  diess  aus  den  gewonnenen  Formeln  und  Resul- 
taten hervorgeht.  Viele  Sätze  lassen  sich  auf  diesem  Wege  auf 
ganz  einfache  und  klare  W^eise  darstellen,  wie  diess  in  Worten 
oft  kaum  erreichbar  ist.  Der  Begriff  der  Leibrente  für  eine  a jäh- 
rige Person  wird,  wie  ich  glaube,  ganz  entsprechend  durch  L„ 
(erster  Buchstabe  des  Wortes  I^eibrente  mit  angehängtem  a) 
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bezeichnet,  denn  die  beiden  Elemente  des  Begriffs  sind  in  diesem 
Zeichen  hervorgehoben.  Auch  in  diesem  Zweige  der  Mathematik 
ist  noch  keine  gemeinsame  Basis  einer  einfachen  und  zweckmässigen 
Bezeichnung,  was  sehr  wünschenswerth  wäre,  gewonnen,  denn 
die  einzelnen  hierher  gehörigen  Schriften  zeigen  in  dieser  Bezie- 
hung leider  grosse  Mannigfaltigkeit  und  nicht  immer  das  Streben 
nach  Einfachheit. 

Eine  auf  gleicher  Grundlage  ruhende  Bezeichnungsweise 
findet  sich  in  der  sehr  empfehlensw  erthen  Schrift  von  Dr.  Ph.  F i - 
scher  „Grundzüge  des  auf  menschliche  Sterblichkeit  gegründeten 
Versicherungswesens.  Oppenheim  1860“,  die  ich  erst  nach  voll- 
endetem Druck  meiner  Arbeit  zur  Einsicht  bekam.  Dort  findet 
sich  die  Zahl  der  Lebenden  durch  der  Todten  durch  fa  be- 
zeichnet, wofür  ich  hier  und  in  meiner  Anleitung  Ja  und  ßJa  w ählte, 
damit  nicht  eine  Verwechselung  mit  der  Bezeichnung  für  Leib- 
renten (La)  eintreten  möge.  Den  Gebrauch  von  Exponenten  halte 
ich  bei  derartigen  Bezeichnungen  aus  nahe  liegenden  Gründen 
nicht  für  sachgemäss. 

lieber  die  Einrichtung  der  Zinstafeln,  welche  die  Zahlenwerfhe 
für  das  Anwachsen  der  Kapitalien  bei  einfacher  oder  wiederholter 
Anlage  und  für  die  rabattirten  Wertbe  derselben,  also  für  die 
Ausdrücke 

1 0«n  IMZJ  _i_  J-lOp-” 

0,0;.  ^ 1,0/7«’  0,0/7 

enthalten,  glaube  icb  noch  folgendes  bemerken  zu  sollen. 

Die  vollständigsten  und  wie  mir  scheint  auch  zuverlässige 
Zahlen  enthaltenden  sind  diejenigen,  welche  sich  in  dem  Werke 
„Handbuch  für  juridische  und  staatsrechtliche  Rechnungen  etc. 
von  Fr.  Löhmann.  Leipz.  1829“  linden.  Sie  sind  bis  auf 
neun  Decimalstellen  berechnet  und  erstrecken  sich  auf  die 
Zinsfüsse  von  ^ his  6,  von  j zu  J,  zusammen  also  auf  24.  Die 
Tafeln  selbst  sind  aber  sehr  unzweckmässig  geordnet,  so  dass  sie 
die  vielen  Vortheile,  welche  sich  an  eine  zweckmässige  Einrich- 
tung und  Zusammenstellung  derselben  knüpfen  und  die  in  meiner 
xAnleitung  S.  298.  u.  ff.  angeführt  sind , theils  gar  nicht  oder  nur 
sehr  mühevoll  durchführen  lassen.  Hierher  gehört  die  sehr  be- 
queme Methode  der  Bestimmung  der  Zeit  (n)  oder  des  Zinsfusses 
(p),  welche  auf  gewöhnlichem  Wege  in  der  Regel  nur  durch 
mühevolle  Rechnung  gefunden  werden.  Ein  anderer  Missstand 
besteht  darin , dass  die  zweite  Tafel  bei  Löhmann  nicht  die 
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Zahlenwerthe  der  Formel  welche  so  häufig  bei  Bestim- 

mung der  Kapitalwerthe  Anwendung  findet^  sondern  diejenigen 
1 Oü« 1 On  1 ()»«—!  —1 

der  Formel  — — 00^7^ — ^«giebt  und  man  daher- 

bei  dem  Gebrauch  der  genannten  Tafeln  vorher  eine  ümsetzun«^ 
zu  machen  hat,  die  in  der  Gleichung 


I0p»-1  hOp”-^-l  , . , 

ü,0/>  “ ö;0p 


ausgedrückt  ist,  und  wornach  man  die  fraglichen  Zahlenwerthe 
unter  einem  andern  Jahre  zu  suchen  und,  wenn  gefunden,  zu  ver- 
grüssern  hat,  was  leicht  zu  Versehen  Veranlassung  geben  kann. 


Gerade  die  vielen  Vortheile,  welche  sich,  wie  ich  a.a.O.  meiner 
Anleitung  gezeigt  habe,  an  eine  zweckmässige  Einrichtung  der 

Zahlenwerthe  für  die  Ausdrücke  1,0«”,  , ■ j!  , ^ — 

' ü,üp  1,0p"  0,0p 

knüpfen,  lassen  wünschen,  dass  man  Tafeln  besässe,  welche  noch 
eine  grössere  Genauigkeit  bieten.  Sie  bestände  darin,  dass  die 
Zahlenwerthe  der  obigen  Ausdrücke  nicht  allein  von  ^ zu  j,  son- 
dern von  j'ff  zu  öT  der  Zinsfüsse  (p)  berechnet  würden,  und  die 

Zinsfüsse  von  p=0,l;  0,2, bis  6 umfassten.  Dadurch  ergäbe 

sich  die  Möglichkeit,  den  Werth  des  Zinsfusses  auf  also  in  der 
Regel  mit  ausreichender  Genauigkeit  ganz  einfach  aus  den  Tafeln, 
ohne  alle  Rechnung  zu  entnehmen.  Für  die  politische  Arithmetik 
wäre  die  Aufstellung  solcher  Tafeln  ein  bedeutender  Gewinn.  Es 
wurden  andere  Tafeln  von  viel  grösserem  Umfang  schon  berech- 
net. Es  könnte  daher  nur  sehr  dankenswerth  sein,  wenn  sich 
gewandte  Calculatoren  fänden,  die  sich  der  Ausführung  dieser 
praktisch  wichtigen  Aufgabe  widmeten. 

In  sprachlicher  Beziehung  füge  ich  bei,  dass  ich  die  Wort- 
bildung „Zinse“  für  richtiger  halte  als  „Zinsen“  und  daher  erstere 
gebraucht  habe. 

Freiburg  i.  B.,  im  Juli  1862. 


lii.  Oettinger. 
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(Erstes  Kapitel. 

Begründung^  einiger  liehrsätze  in  der  politischen 

Arithmetik. 

I 

§.  1. 

Die  sogenannte  politische  Arithmetik  erhalt  mit  Aushildung 
der  socialen  Verhältnisse  immer  grössere  Bedeutung.  Die  Renten- 
^ .\nstalten,  Lebensversicherungen,  Tontinen,  Annuitäten,  VVittwen- 
/ kassen  u.  s.  «•.,  überhaupt  alle  derartige  Wohlthätigkeits-Austalten 
1 finden  darin  ihre  Begründung.  Die  Staats- Anleihen  und  ihre 
^ Amortisation,  die  Operationen  des  Geldmarkts,  die  Werthhestim- 
, mung  der  Staatspapiere  nach  verschiedenem  Kurse  und  Zinsfuss 
I können  nur  durch  sie  erörtert  und  festgestellt  rverden. 

Die  Feststellung  und  Begründung  derjenigen  Lehrsätze,  auf 

• welchen  die  Einrichtung  aller  der  genannten  Anstalten  beruht  und 

^ die  allen  dahei  vorkommenden  Geldgeschäften  eine  sichere  Unter- 

^ f*at  eine  nicht  minder  wichtige  Bedeutung  und  wird 

j daher  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheinen,  als  sie  bisher  nicht 
j versucht  wurde. 

^ o . werden  in  den  hieher  gehörigen 

^ Schriften  zryei  Methoden  über  die  Lehre  von  der  Zinsrechnung 

j „die  mit  einfachen  Zinsen“  und  „die  mit  zusammenge- 
i oder  Zinsesziusen“  aufgestellt  und  von  Vielen  als 

1 ^eichzeifig  neben  einander  zu  Recht  bestehend  angenommen. 

I endet  man  nun  die  beiden  Methoden  auf  einen  m.d  denselben 
^ l^al  an,  so  zeigt  sich  leicht,  dass  sie  auf  verschiedene  Re- 
' sultate  führen  und  führen  müssen.  Der  Unterschied  ihrer 

i 
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J 


I 


Lrgebnisse  ist  um  so  grösser,  je  grösser  Hie  Zahl  der  Jahre  und 
die  in  Frage  kommenden  Summen  sind.  Die  Verschiedenheit  der 
Resultate  .aber  muss  Jeden,  den  Mathematiker  wie  den  Nicht 
mathematiker,  überraschen;  denn  es  ist  offenbar  die  erste  Bedin 
gung  einer  richtigen  Logik,  dass  die  Beantwortung  eines  und 
desselben  Problems,  auch  durch  verschiedene  Auflösungsmetho 
den,  auf  ein  und  dasselbe  Resultat  führen  müsse. 


Geschieht  diess  nicht  und  kommt  man  durch  verschiedene  Me 
thoden  auf  verschiedene  Resultate,  so  ist  es  nothwendig,  über' 
die  Richtigkeit  der  angewendeten  Methoden  .selbst  weiter  nach 
zuforschen  und  über  ihre  Zulassbarkeit  zu  entscheiden.  Die  un 
richtige  muss  dann  als  solche  bezeichnet  und  entfernt  werden. 


Diese  Bemerkungen,  die  so  einfach  sind,  dass,  wie  ich  glaube, 
kein  gegründeter  pnwurf  ihnen  entgegen  gestellt  werden  kann, 
fanden  dennoch  bis  jetzt  nicht  die  verdiente  Geltung.  Noch  hat 
man  sich  bis  auf  die  neueste  Zeit  nicht  über  sie  geeinigt  und  sie 
als  Führer  zur  Feststellung  der  ersten  Grundsätze  in  der  politi 
sehen  Arithmetik  benutzt,  wie  sich  diess  beispielsweise  an  der  lange 
Jahre  hindurch  pführten  Streitfrage  in  der  Mathematik  und  .Iuris 
prudenz  über  die  richtige  Berechnung  des  In  ter usuriu  m s als 
deutlicher  Beleg  zeigt. 


Die  Frage  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  man  sie  an  einen  he 
stimmten  Fall,  anschliesst,  wozu  der  folgende  von  einer  etwas 
grösseren  Zeitdauer  gewählt  wird. 


Ein  Kapital  von  1000  (Thir.  oder  Gulden)*)  ist  zwan 
zigmal  am  Ende  der  zwanzig  folgenden  Jahre  ohne 
Zinsen  fällig..  Wie  gross  ist  der  gegenwärtige  Werth 
sämmtlicher  Zahlungen  bei  5 Proc.  Zinsen? 

Berechnet  man  den  fraglichen  Werth  bei  einfachen  Zinsen 
nach  der  Formel: 


J00^_  K K 

IÖ0  + w/^~  p —l,0np 

'+"roo 


(s.  raelne  Anleitnn!;  finanziellei.,  polifisctien  nnd  iiiri- 
dischen  Rechnungen  §.  13.  S.  20.),  setzt  K=  1000,  ;?  = 5- 
^ — 1,2, 3. ...20,  so  findet  sich  Folgendes: 


•)  Da  es  gleichgültig  ist,  «b  man  bei  Kapital-VVerlh-Hereebnuniren 
in  Gulden  oder  fhalern  etc.  rechnet,  so  wird  künftig  dieses  Prädikat 
niclit  liesonders  fieig-cffigt  werden. 


4 

4 


3 


1^  1^  1000  , 1000  1000 
1,05  + 1,1  + 1,15  +•  • 1,95  + 2 


= 952,380952.... 

+ 645, 161 290.... 

909,090909.... 

625,000000... 

869,565217.... 

606,060606.... 

833, 333333.... 

588, 235  294.... 

800,000000.... 

571,428.571.... 

769,230769.... 

555,  .555  555.... 

740,740740.... 

540,540540.... 

714,285714.... 

.526,315789.... 

689,655 172.... 

512,820512.... 

666,666666.... 

500,000000.... 

7944,949475.... 

5671,118160.... 

' =13616,067635....' 

, Rechnet  man  mit  Zinseszinsen  nach  der  Formel 

2)  R=  ^ __  ^ ^ 

^ 100^ 

(§.  27.  S.  50.  m.  Anleit.),  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher 
Kapitalzahlungen  bei  Einführung  der  oben  angegebenen  Werthe : 

. 1000  1^  1000  _ 1-1,05-20 

1,05  1,052  1,053  • ••  1,0520—  ^000.  

= 12462,210343.... 

13616,067635....,  im  zweiten 
1-4»)A-IU343....  Diese  Resultate  stimmen  nicht  überein.  Der 
Lnterachied  balrägt  1153,8572S2.„.  Welche,  Ut  die  riclitiüe,  in 
der  Natur  der  Sache  begründete  Werthbestimmung? 

. Diese  Frage  soll  nun  beantwortet  werden.  Es  dürfte  dabei 
nicht  unintere.ssant  sein,  erst  die  Geschichte  der  Streitfrage  zu 
verfolgen,  worüber  schon  in  meiner  Anleitung  einige  Andeutungen 
gegeben  jprden.  Es  soll  in  Kürze  geschehen,  wobei  jedoch  nicht 
eine  vollständige  Darlegung  beabsichtigt  ist,  sondern  nur  insoweit, 
als  mir  die  Schriften  aus  früherer  Zeit  zugänglich  waren. 


§•  2. 

Geschichtliche  Notizen.  .Seit  etwas  mehr  als 


zwei  Jahr- 
1* 


4 


/ 


— 4 — 

hunderten  scheint  man  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gekannt  zu 
haben. 

Kästner  berichtet  nämlieli  (Fortsetzung  der  Rechen- 
kunst. 2.  Aufl.  S.  170.)  dass  Stevin  (Les  oeuvres  matbe- 
inatiques  de  Simon  Stevin,  revues  et  augnientees  p. 
Alb.  Girard,  Fol  Leyde.  Elzev.  1(534.)  Tafeln  für  die  Rech- 
nung mit  Zinseszinsen  aufgestellt  und  sie  auf  die  AVertbbestim- 
niung  fälliger  Kapitalien  angewendet  habe.  Die  von  ihm  befolgte 
Rechnungsweise  ist  eine  eiffentliündiche,  von  der  jetzigen  tbeil- 
weise  verschiedene.  Die  Tafeln  erstrecken  sich  auf  dreissig  Jahre 
und  verschiedene  Zinsffisse.  Sie  zerfallen  irt  drei  Classen.  Die 
erste  gibt  den  Anwuchs  eines  gegenwärtigen  Kapitals  sammt 
Zinseszins  Tür  diesen  Zeitraum  an;  die  zweite  den  gegenwärtigen 
Werth  einer  später  fälligen,  unverzinslichen  Sumn»e ; die  dritte 
den  gegenwärtigen  Werth  wiederholt  fälliger,  unverzinslicher  Sum- 
men (Renten).  Hiernach  fehlt  im  Vergleich  mit  den  jetzigen  Tafeln 
diejenige  Classe,  welche  Anwuchs  wiederholt  fälliger  Kapitalien 
mit  Zinseszinsen  angiht. 

Nach  Kästner  hat  Stevin  in  der  Practique  de  TArith- 
metique  pg.  185.  beide  Rechnungsarten,  die  nnt  einfachen  Zin- 
sen (usurae  simplices)  und  die  mit  Zinseszinsen  (usiirae  compositae) 
gelehrt,  und  zwar  so,  dass  schon  vor  Stevin’s  Zelten  die  Frage: 
was  jetzt  statt  eines  nach  einigen  Jahren  unverzinslich  fälligen 
Kapitals  gezahlt  werden  müsse,  dahin  beantwortet  wurde,  dass 
man  nach  Beschaffenheit  der  Umstände  einfache  Interessen 
oder  zusammengesetzte  gerechnet  hat. 

Ob  Stevin  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zuerst  oder  ein 
Anderer  vor  ihm  lehrte,  ist  nicht  gesagt.  So  viel  aber  ist  ersieht- 
lieh,  dass  Simon  Stevin  sie  gekannt  hat.  Jedenfalls  ist  hiernach 
die  Ansicht,  wornach  Leihnitz  als  der  Begründer  oder  Erfinder 
der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gilt,  als  unrichtig  zu  bezeichnen, 
da  sie  schon  geraume  Zeit  vor  ihm  gekannt  war.  IMöglich  ist, 
dass  Leibriitz  hei  Bearbeitung  seiner  Abhandlung  die  Schriften 
Stevin’s,  ob  sie  gleich  schon  im  Jahre  1608  zu  Leyden  in  der 
Ursprache  erschienen  waren,  nicht  kannte. 

Von  nun  an  knüpft  sich  die  Geschichte  dieser  für  die  poli- 
tische Arithmetik  wichtigen  Rechnungsmethoden  an  die  Geschichte 
der  richtigen  Berechnungsneise  des  I n t erusu  ri u ms,  einer  in 
der  Wirklichkeit  praktisch  wichtigen  Frage,  und  ist  ganz  innig 
mit  ihr  verwoben. 

Carpzov  theilte  in  seinem  Werke  „Opus  Decisioniini 
illustrium  Saxonicarum.  Lips.‘*  zuerst  in  der  L Ausg.  (vom 
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Jahre  1660)  und  dann  in  der  zweiten  (vom  Jahre  1704)  Uecisio  275. 
pg,  597.  Pinckard’s  Methode,  das  Interusurium  zu  berechnen, 
mit.  Sie  besteht  im  Wesentlichen  darin,  dass  der  Käufer  oder 
Schuldner,  der  nach  Verlauf  einer  bestimmten  Zeit  eine  oder 
mehrere  Sunnuen  zu  zahlen  hat,  die  Zinsen  dieser  Summen  voll 
anrechneri,  und  im  Falle  er  sogleich  bezahlt,  von  der  Schuld- 
summe abziehen  darf. 

Nach  der  nämlichen  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Paragraphen 
wäre  demnach  der  gegenwärtige  Werth  einer  nach  n Jahren  fäl- 
ligen unverzinslichen  Schuld  hei  p Procent 
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Im  Jahre  1683  erschien  ni  den  Acta  Eruditoruin  pg.  425. 
eine  Abhandlung:  „Meditatio  j u rid ic o-nia t h eiua tica  de 

interusurio  siinplice“  von  Leibnitz,  worin  er  seine  Ansicht 
dahin  ausspricht,  dass  der  Werth  des  Interusuriums  von  den 
Rechtsgelehrten  nicht  hinlänglich  und  von  andern  nicht  ganz  rich- 
tig bestimmt  werde.  Er  wendet  nun  die  Zinszins  • Rechnung  auf 
die  Werth  - Ermittlung  dessell>en  an  und  fügt  hinzu,  dass  sich 
dasselbe  so  auf  eine  genaue  Weise  hestimnien  lasse.  ' Den 
Beweis,  dass  diess  die  richtige  Berechnurigsart  sei,  gab  er  aber 
nicht,  sondern  blieb  ihn  schuldig*),  deun  er  sagt  nur,  dass  man 
den  fraglichen  Werth  auf  diese  Weise  bestimmen  könne,  nicht 
dass  man  ihn  so  und  nicht  anders  hestimnien  müsse,  stellt  sich 
dabei  auch  niclit  ausschliesslich  auf  den  Boden  der  Mathematik, 
die  allein  hei  Entscheidung  dieser  Streitfrage  maassgehend  sein  kann. 

Die  von  Leibnitz  aufgestellte  Formel  ist  die  §.  l.Nr.2.  an- 

K K A.lOO" 


gegebene : 
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+ 100^" 
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Er  entwickelte  sie  aber  nicht  auf  eine  einfache  naturgemässe  Art 


I*)  nie  hierher  gehörigen  Worte,  womit  L ei  h n i tz  Reine  Abhandlung 
eröffnet,  sind:  Intcriisorium  sive  resegmentum  nnticipationis . vulgo 

Ualiiit.  est  differentia  iiiler  peetiniam  in  dieiii  rertum  dchitani  et  prae- 
sentCtn  ejus  valoreiii,  seu  qiianto  plus  petat,  qiii  plus  temporis  petit, 
lel  qiiunto  minus  solvere  aeqiiiiin  sit,  qui  post  aliquot  annos  deinum 
dehiturus,  nunc  solvit.  Hiijiis  quantitas,  qiiae  apiid  Jurisconsultos  pas- 
sim non  satis,  et  apud  aliqiios  non  satis  recte  explicatur,  accurato  cal- 
culo  definiri  potest,  duabus  suppositionibus  ex  jure  assunitis. 
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und  in  der  vorstehenden  Form,  sondern  darch  eine  unendliche 

Kelhe  mittelst  Autlösung  des  im  Nenner  stehenden  Kiaomiums 
nämlich  durch: 


p , M(7l+1)  p'i  7i(7i^\)(n-i-2) 


3)  /t=:ÄYI— n 4-  — 
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Diese  allgemeine  Reihe  selbst  theilte  er  nicht  mit,  sondern  auf 
eine  sehr  umständliche  Art  die  sich  aus  ihr  ergehenden  fünf 
ersten  Fälle  für  w = l,  2,  3,  4,  5 und  p = 5.  Er  schreibt  ferner 

für  die  Zahlen  = setzt  dann  für  die  Vorzahlen  (Fakul- 

täten  von  71)  (1er  Ist^,  2ten,  3ten,  4ten  und  5ten  Potenz  die  Ein- 
heiten, dann  die  natürliche  Zahlenreihe,  die  1'riangular  und  Pyra- 

midal-Zahlen,  welche  den  Potenzen  von  zuge- 

horen.  Schliesslich  ist  eine  Tafel  angegeben,  worin  die  Zablen- 

werthe  von  1,0p-«  auf  40  Jahre  für  den  Zinsfuss  5 berechnet 
Sind.  pg.  432. 

^ Die  von  Leibnitz  aufgestellte  Rechnungsart  wurde  vielfach 
missverstanden,  wie  sich  später  zeigen  wird,  und  wobei  die  nicht 
zweckmässige  Entwicklungsweisg  durch  unendliche  Reihen  haupt- 
sächlich mitgewirkt  haben  mag.  * 

Gegen  die  beiden  eben  genannten  Rechnungsarten  trat  zu 
Anfänge  des  vorigen  Jahrhunderts  G.  A.  H offmann  in  einem 
Anhänge  zu  seiner  Schrift  „Klugheit  Haus  zu  halten“  oder 
„Prudentia  oeconomica  in  formam  artis  redacta“  Dres- 
den und  Leipzig.  (1.  Aull.  173J.  2.  Aull.  1737.)  auf  und  zeigte 
darin  das  Unhaltbare  der  Pi  nckard’schen  Methode,  indem  bei 
später  fällig  werdenden  Kapitalien  der  Schuldner  entweder  zu 

einer  viel  zu  geringen  oder  zu  gar  keiner  Zahlung  (wenn  1 - ^ 

= 0 in  Nr.  J wird)  angehglten  werden,  oder  gar  noch  mit  einer 

Forderung  gegen  den  Gläubiger  auftreten  könne,  wenn 

wird.  Er  machte  mit  Recht  darauf  aufmerksam,  dass  ein  auch 
noch  so  spät  fälliges  Kapital  nie,  wie  die  Pinckard’sche  Me- 
thode behauptet,  durch  das  Interusurium  aufgezehrt  werden 
könne,  sondern  immer  in  der  Gegenwart  einen  bestimmten,  wenn 
auch  kleinern  oder  sehr  kleinen  Werth  habe. 

Die  von  ihm  aufgestellte  Regel  kst  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen.  Sie  wird  durch  die  oben  6.  1.  angegebene 
Formel: 
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j , »P  100  + 71/7  l,0ll/7 

+ 100 


ausgedrückt.  Hoffniann  entwickelt  die  Formel  nicht  in  der  vor- 
stehenden (.estalt,  sondern  verdeutlicht  sein  Verfahren  'an  beson- 
dern  (ällen  bei  dem  Zinsfuss  5.  Er  bestimmt  zuerst  den  Werth 
des  Interusuriums  für  sich  auf  eine  ziemlich  weitläufige  und  etwas 
zusammengesetzte  Weise  und  leitet  dann  durch  dessen  Abzuij  die 
Grösse  des  dem  Gläubiger  auszuzahlenden  Kapitals  ab.  Den 
Schluss  auf  die  allgemeine  Formel  überlässt  er  dem  Leser. 

Merkwürdig  ist,  dass  Hoffniann,  wahrscheinlich  durch  die 
Leibnitz’sche  Reihen-Entwicklung  irre  geführt,  die  Zins-Zins- 
Methode  unrichtig  auffasste,  sie  mit  der  Pinckard’schen  zusam- 
menwarf (§.  11.  seiner  Abhandlung)  und  behauptete,  dass  sie  wie 
jene  das  Kapital  endlich  absorbire,  jedoch  bei  5 Procent  erst  in 
21  Jahren,  anstatt  vvie  jene  in  20.  iSeine  sehr  ausgedehnte  Ab- 
handlung umfasst  42  .Seiten  in  30  Paragraphen. 


Von  da  an  wurde  die  Pinckard’sche  Methode  als  unver- 
träglich mit  richtigen  Principien  verlassen  und  aus  der  Wissen- 
schaft \erbannt.  Der  Streit  aber,  ob  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  (die  Hoffmann’scbe)  oder  die  mit  Zinses-Zinsen  (die 
Leibnitz’sche)  die  richtige  sei,  fortgeführt. 

Polack,  Professor  Juris  und  Matheseos  auf  der  Universität 
zu  Frankfurt  a.  d.  ().,  trat  in  der  ersten  Auflage  seiner  Matbesis 
forensis  v.  J.  1734  (7.  Kap.  §.  32.  u.  ff.)  als  \ ertheidiger  der  Hoff- 
niann’scben  und  Gegner  der  Leibnitz’schen  Methode  auf  und 
verwarf  letztere  aus  den  nämlichen  unhaltbaren  Gründen,  als  es 
Hoffniann  gethaii  hatte. 


. Dagegen  trat  Bi  I fing  er  für  die  Richtigkeit  der  Leibnitz- 
schen  Methode  in  einer  besondern,  hiefür  verfassten  giündlichen 
Abhandlung  in  die  Schranken,  zeigte,  dass  die  Leibnitz’sche 
Methode  von  ihren  Gegnern  unrichtig  verstanden  worden  sei,  dass 
eine  sorgfältigere  und  bessere  Benutzung  des  sogleich  fälligen 
Kapitals,  als  die  Hoffniann’sche  Methode  voraussetzt,  von  Sei- 
len des  Gläubigers  möglich,  ja  geboten  sei,  und  wies  nach,  dass 
diese  durch  die  L ei  b ui  tz’sche  Berechnungsweise  gesichert  sei. 
Auch  machte  Bi  I fing  er  darauf  aufmerksam,  dass  der  Schuldner 
oder  Nutzniesser  durch  Anwendung  der  H of fmann’scheri  Methode 
benachtheiligt  werde,  und  hob  die  starken  Differenzen  hervor 
welche  sich  durch  Anwefidung  der  beiden  Rechnungsmethoden  in 
der  Wer^hbestinimung  der  Kapitalien  bei  nur  einigermaassen  bedeu- 
tenden Summen  und  Zeiträumen  er«eben. 

✓ O * 
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Er  sdiickto  diese  Abhandlung  den.  Professor  Polack  zu 

lis'  reuTi  “ f Auflage  seiner  Mathe- 
«Ms  «0  re  .SIS  von.  Jahre  1756  auf,  erkannte  die  von  ihn.  he-an- 

arr  ^^meinte*  h'Id  ' «''‘''er  Aufrichtig”kei^ 

ed"r  uJ  r J-ibnitz’sche  Wethod;  den. 

Hechte  Zunder  sei,  «e.l  die  Gesetze  die  Forderung  von  Zin- 

Tli^dl'irs  Pöcr-'l'rT^  ‘“^hante  de.sshan,und  zun. 

^ enhvickelt  in.  vierten  Theil  seiner  „den.on- 
rativeii  Rechenkunst“  zweite  Autl.  von.  Jahre  I7iS  I • 
zig  (‘lie  erste  Auflage  erschien  in.  Jahre  I739)  ^ HüSn  ff  l 

rr  

.fr  ! Zinseszinsen  Rech- 

= auf  Interesse.“  Auf  die  Frage:  welcher  von 

den  beiden  Arten  man  sich  bei  gerichtlichen  „sfbhastationibus“ 
üed.ene,,  »olle?  pl„  e,  S.  Im  §.  1278.  f„lge,:d.  ITwr  da., 

Kec1.'IiTe“i?hlt'“"  M-“*'  "i''“  ''""""‘"i'i*.  «»"der.’.’  den 

P-  u*-  I ehrten  obliege,  denn  jene  haben  sich  beflissen  die 

«rnig "recht  crlr'^'^'  zeigen,  und  wird  man 

Iten  zu  He t f - »eichen  solche  zwei 
Arten  zur  Herechnung  des  Rabatts  oder  Interusurii  von  etlichen 

.ntser  h”  sein.  Dielf 

ussen  hingegen  ans  den  Rechten  die  Ursachen  untersuchen 

arun.  e.gent  ich  Interesse  auf  Interesse  zu  nehmen  verboten  wird’ 

auch  vne  weit  solches  Verbot  zu  extendiren.  oder  Ib  e"  Ze 

zuZriem''  Art 


• . '.“i"  freunde  aufgefordert,  seine  eigene  An- 

sicht über  die  .Streitfrage  auszusprechen,  nimmt  er  keinen  Anstand 
zu  erklären,  dass  seines  ßedünkens,  jedoch  unn.aassZhch  "e 

" loW  . 7U  1";..  Anatodsmus  zu  entkräften, 

F’r.t’,.r*'  Gutachten,  a„  deren 

Ernlaltnng  er  anfg.fordert  „nr.le,  die  erste  Art  a..ge.ve..det  habe 


schef  7,  “7 '•  '*■’  ■'''  ‘^=n-»Vsche  (Pinckard. 

nerle  das  H rr  “'"''"‘“""■«»I'»  «»H'ode  und  he- 

rich.l’  •'7«  "71"!.“""  ''eihnitaVsche  iWethnde  ganz  un- 

AlelhL  die  von  ihm  eni.vickeite 

e seih  ! r rT  ”1“"'“  durehans  irrig  sei,  da 

Ll,e  I '■  dieselbe  sehn»  in.  Jahre  1732  gelehrt 

zu  linden  se^““  "'  "»»''«"l-dchern 
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Dadurch  geräth  er  mit  Hoffmann  in  einen  Streit,  worauf 
letzterer  in  einem  besonder.!  Anhänge  zu  Polack’s  Mathesis 
forensis,  3.  Aufl.,  S.  129.  ausführlich  antwortet  und  die  von  ihm 
aufgestellte  Methode  als  sein  Eigenthuni  viridicirt.  Augenschein- 
lich geht  aber  aus  diesen  Erörterungen  hervor,  dass  Hoffmann 
nicht  der  Erfinder  oder  Begründer  der  nach  ihm  benannten  3Ie- 
Ihode  ist,  obgleich  er  sich  dafür  hält,  und  dass  sie  mit  Unrecht 

seinen  Namen  tiägt,  wie  diess  auch  hei  der  Leibnitz’schen  Me- 
thode der  Fall  ist. 

Verfolgt  man  von  jetzt  an  die  Geschichte  dieses  Streits  wei- 
ter, so  lassen  sich  die  dahin  einschlagendeii  Schriften  in  Grup- 
pen ordnen,  welche  sich  für  die  eine  oder  die  andere  Rechnungs- 
art erklären , oder  die  Sache  unentschieden  lassen  und  meinen, 
dass  der  Gesetzgebung  und  ihrer  Auslegung,  den.  Uehereinkommeri 
zwischen  Schuldner  und  Gläubiger,  den  Umständen,  Billigkeits- 
Rücksichten,  der  besonder.!  Entscheidung  im  einzelnen  Falle  u.  s.  w. 
überlassen  werden  müsse,  wie  gerechnet  werden  soll. 

Man  sieht,  dass  es  nicht  gelang,  einen  festen  Standpunkt  zu 
ge« innen,  und  dass  man  nicht  darauf  dachte,  aus  derjenigen 
Wissenschaft  Entscheidungsgründe  zu  holen,  von  welcher  sie 
doch  einzig  und  allein  in  dieser  Streitfrage  hergeholt  werden  kön- 
nen, nämlich  von  der  Mathematik,  denn  nicht  die  Jurisprudenz, 
nicht  Rücksicht,  nicht  besondere  Umstände  u.  s.  w.  können  die 
Richtigkeit  des  Calculs  feststellen.  - 

Kästner  sucht  in  einem  1/.39  zu  Leipzig  erschienenen  Pro- 
gramm: „Pro  justitia  calculi  interusurii  Leihnitzia.ii“ 
zu  zeigen,  dass  die  Rechnung  mit  Zinsesziiisen  vollkommen  mit 
den  Rechten Jibereinstinime  (Fortsetzung  der  Rechenkunst 
2.  Aut).,  S.  175).  Diesen  Gedanken  hält  er  aber  nicht  fest,  denn 
er  stellt  in  der  zuletzt  genannte!.  Schrift  die  Lehre  der  Rechnung» 
mit  Zinseszinsen  und  der  mit  einfachen  Zinsen  zusammen,  ohne 
den  schuldigen  Beweis  lür  die  Richtigkeit  der  einen  oder  der  andern 

zu  geben,  und  beschränkt  sich  darauf,  den  Ei.iwurf  des  Anato- 
oismus  zu  entfernen. 

t 

Auch  Chassot  de  Florencourt  spricht  sich  für  die  Zulass- 
barke.t  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  in  seinen  „Abhai.dlu.i- 
f®"  juridischen  und  politischen  Rechenkunst, 

1/81“,  S.  8.  und  9.  aus  und  entwickelt  in  seiner  Schrift  nur  diese 
nicht  die  mit  einfachen  Zinsen. 

Dasselbe  thun  Tetens  in  seiner  „Einleitung  zur  Be- 
rechnung der  Leibrenten  und  Anwartschaften,  1785“ 
und  Meyer  in  seiner  „Anleitung  zur  Berechnung  der  Leih- 
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renten  und  Anwartschaften  ^ i « r' 

i»  seine,  „PnliMnchen  Ari.hn,;,,;.  l;i;X  "l'“;';; 

ne,  „,„l  nu,  die  Lei, re  von  der  Zinsnins-KecLuog  in  folgenden 
ticbriften  vorgelragen:  „Trnite  den  Annniles  on  de  ente" 
a lernie  ennnn  |i.  lU.  Deparci e „ x,  Parin  I7«|“  Th.  • 
von  WiffnenLnanen  vo'n  Kare.en/Hallo  mi.”  '^n': 

Iheor.e  d er  Bered.,, „ ng  an aainnie ngenetzter  Zinne  v"^ 

. J.  (,re„,.ll,ef  (deutsch  von  Deyhle),  Uln.  1S25“-  Uie 
rheon.  der  Lebensrenfen.  L e b e „ s v ersi  e I,  e r ^ , 

'Vittiveiikasseii  etc.  von  ßailv  (deutsch  vn,.  ^ i ^ I’ 

li  I • «ohl  vorauszusetzen  ist  dass  die-se 

a»gVnZmT:\vIrT  als  die  richtige 

MalÄreli»  vt' Jal,:'e^M"  11^ 

«.o,l^ba,i„„en  fdr  die  Rechnung  .„i’,  einthTn  ZiZr  ^ZZ 

at  tlTnirr z- r:t 

sehen  Rechenkunst,  Halle  17S2,  2 Thie  “ lässt  dieTl 
echeidung  der  Krage,  ob  nach  der  einen  oder  anJe™  Ir.  iei 
Am^eridung  auf  den  einzelnen  Fall  gerechnet  werden  n •• 
den  Cnistünden  abhängen,  nnd  n.ei,,.,  dass  ,' f 

ansschliessnngsweiae  die  eine  oder  die  ai.’der-'e  a,!;:„'3,’  dit! 
«ollen,  und  es  lasst  sich  die  aiiffeführte  Fra<re  nllee 
■ n,e„.  auf  keine  Ar,  „nd  Weise  bes.in,,,,.  b;;.:,;,.;' 
tert  seine  Ansicht  näher  tS  9i0  i,  rr  i tm  \ i . , ^ ^ 

anf  einen  Vennil.lnngsvorscbi;*  gefnbr,;  „ ln,,:!  d!™:  ,i"“a'n!! 
Annendnng  beider  Kecb,,,,n;f:r:e:, 

Koch  erklär,  sich  für  die  Zulässigkeit  der  Uechnuno  mit  7i„ 

ZZZ  7'  ’•  Einschränkung"  ,' 

in  seiner  „Gemein  verständlichen  Anleitung  anr  An.vfr 

düng  der  L ogaHth n, en ■ R ecb n n „ g,  Magdeb®  I8Ü9.V  S 5Ö.’ 

§.39,  Eben  so  hält  Schweins  in  seiner  yint-»*  o 

nung  für  Geschäftsmänner,  Darinst.  1812“,  VonS  IV^cUe 

Rechnung  mit  Zinseszinsen  in  hestimmten  Fällen  für  erlaubt. 

Brune  lasst  die  Streitfrage  in  seiner  „Kurzgefassten  Dar 
ste  lung  der  einfachen  und  zusammengLetzten  Zd" 

VWde“  unentschieden  und  ^ussert  sich  fn  der' 

Vorrede  S.  \ . so:  „Zwar  .st  in  den  meisten  Rechnungsgeschäften 


die  Anwendung  der  einfachen  Zinsrechnung  nicht  mehr  gebräuch- 
lich; allein  es  ist  doch  «enigstens  nützlich,  die  Verschiedenheit 
der  Resultate,  welche  eine  nach  einfachen  und  zusammengesetz- 
ten Zinsen  berechnete  Aufgabe  hervorbringt,  zu  kennen.  Es  ist 
nicht  die  Sache  des  Calcnlators,  sondern  die  der  interessirten 
Partheien  oder  des  Gesetzes,  zu  entscheiden,  oh  nach  dieser  oder 
jener  Art  gerechnet  werden  soll,  und  daher, habe  ich  mich  auch 
aller  Untersuchungen  darüber,  welche  von  beiden  in  jedem  vor- 
pgebenen  Fallfe  eigentlich  angewandt  werden  muss,  enthalten. 
Ich  habe  nur  gezeigt,  wie  man  rechnen  muss,  wenn  einfache  oder 
Zinseszinsen  vorausgesetzt  werden.“ 

Von  noher,  so  muss  man  fragen,  kann  aber  die  Gesetzgebung 
die  Entscheidungsgründe  für  die  Richtigkeit  der  einen  oder  der 
andern  Methode  entnehmen,  als  von  der  Mathematik?  d.  i.  von 
den  Arithmeticis  oder  Calculatoren. 

In  diesen  Worten  ist  im  Wesentlichen  die  Geschichte  der 
kStreitftage:  oh  die  Rechnung  mit  einfachen  oder  mit  Zinseszin- 
sen  die  richtige  sei?  bis  in  die  neuere  Zeit  bezeichnet.  Nirgends 
zeigt  sich  ein  fester  Anhaltspunkt.  Die  Ansichten  für  die  Rich- 
tigkeit der  einen  oder  der  andern  stehen  sich  einerseits  schroff 
entgegen,  andererseits  herrscht  rathloses  Schwanken,  grosse  Un- 
sicherheit und  Inconsequenz,  denn  da  beide  Rechnungsarten,  wie 
in  §.  I.  angedeutet  und  bereits  auch  anerkannt  ist,  im  einzelnen 
halle  auf  verschiedene  Resultate  führen,  können  sie  nicht  zusam- 
men zu  Recht  bestehen.  Soll  nun  die  Mathematik  leisten,  was 
sie  zu  leisten  hat,  so  muss  sie  diese  Streitfrage  zu  lösen  im  Stande 
sem,  oder  sie  verdient  den  Vorzug  nicht,  der  ihr  bisher  ohne 
^V  ideVspruch  eingeräumt  wurde  und  wornach  sie  keine  Controverse 
auf  ihrem  Gebiete  duldet,  und  kann  sie  diese  Streitfrage  nicht 
losen,  so  ist  der  politischen  Arithmetik  jede  sichere  Basis  ent- 
zogen und  sie  kann  auf  den  Namen  einer  Wissenschaft  keinen 
Anspruch  ferner  machen. 

Sieht  man  sich,  um  diese  Frage  zur  Entscheidung  zu  brin- 
gen, nach  den  Gründen  um,  welche  bisher  für  die  Richtigkeit 
der  genannten  Rechnungsarten  geltend  gemacht  wurden,  so  be- 
stehen sie  hauptsächlich  in  folgenden; 

a.  Für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
(Iloffmann’sche  Methode). 

t 1)  Das  römische  Recht  gestattet  den  anatocismus  nicht 
Es  kann  also  eine  Methode,  welche  Zinse  von  Zinsen  in  Recb^ 
nung  bringt,  keine  Anwendung  finden.  Die  L ei  bn  i tz’sche  Me- 
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Ihode  ,ech„e(  Zins  vom  Zins,  die  Hoffn, an M -»clie  nicht  Daher 
ItBm,  „ater,  „icht,  aonder,,  die  ieD.ere  a„,e:e:de.  ,ve“j«! 

V .'•‘i  "dt  einfache™  Zinsen  entspricht  besser  den 

Die  le  Zr^t^  T"""''’?  '''‘r"  Zd-ins-Itechnnng. 

.e  le  ztere  setzt  voraus,  «lass  die  Zinszahlung  richfi-  auf  den 
Ver  alltag  erlnlse  nnd  dass  die  Zinsen  sogleich  ,viede7nn“ahrin 

rwerrrjird  "ich't'"'  “"<1 

nicht  gleit:  fhi, 

ünt  Glänhiger  wird  durch  die  Zinsains- Kechnnng  (Leih. 

KapiTtr^rzttJi^iitis  arit" 

l'n'känn!'' ut"  Thätiffkeit  des  Glä'uhigers  errTichr«!"-’ 

Benutzung  in  der  Wirkllc'keirzuS,'"^^^^^^^^^^ 

facll  Z^L  ntl"'  -t  ei*- 

b.  Für  die  liecbnung  mit  Zinseszinsen 
(Feihnitz’sche  I\Iethode). 

ietetl'def  ,1,",,","''  '“''“"l'“'  «"«es  Kapital  schon 

Hass  1 II  '^***^  gezahlt,  so  kann  von  ihm  verlangt  werden 
das»,  er  dasselbe  möglichst  sorgfältig  behandle,  die  Zinsen  der’ 
/».sohenze.t  nicht  geniesse,  sondern  sie  zinstra-^  nd  z „ Ka  d 
tale  schlage  und  das  Kapital  nebst  Zinsen  als  für  1 7 T 

7';,  -■-'den-i  '.".tachte,  nie  Inet  cif  Il  rc'l; 

sta  tgefnnden  hätte,  wenn  es  er.,  nach  ündanf  der  Nntsniel  l. 

aeit  an  ,hn  «usgetahlt  worden  wäre.  Hecht  nnd  Billi„heit  ver’ 

langt,  dass  er  d.e  jeweils  fälligen  Zinse  rdcht  n.nssig  liett  a !!' 
Hieraus  folgt  nun:  • * *'egen  lasse. 

2)  dass  der  unter  No.  I,a.  gemachte  Vorwurf  des  Vnatock 
".US  mch,  gegründet  ist.  Zinse  nämlich,  die  von  einem  1 7 
tale  e, „gegangen  sind,  können  als  ein  Kapital  he, rächte,  weldm 
und  wenlen  der  Wirklichkeit  anch  so  he, rächtet.  Sie  Im.e n 

1)1!  v""'  Ta"*"'!  saschieht,  als  zinstragend  angelegt  werden 
Der  E, „Wurf  des  Ana, „cismns  „ief,  daher  nicht  zu,  wie  dem!  auch 

d.e  meusten  Rechtslehrer  und  manche  Gesetzgehnugen  elrml 
Anatocismus  dann  erblicken.  ^ •'einen 

3)  Demnach  widerlegt  sich  auch  der  Vorwurf  No  3 a wei^Pn 
Beeinträchtigung  des  Gläubigers.  ‘ ^ 

. verkennen,  dass  die  hier  zusammen..e- 

etellten  Grunde  für  und  wider  von  Zufälligkeiten  hergeholt  sind, 
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und  sieh  nicht  auf  die  Sache  als  solche,  sondern  auf  .Aeusser- 
lichkeiten  beziehen,  als  da  sind:  verspätetes  Eingehen  der  fälli- 
gen Zinsen,  Möglichkeit,  dieselben  .sogleich  wieder  zu  benutzen, 
Disponibilität  eines  Geldmarkts,  Sorgfalt  in  Benutzung  der  empfan- 
genen Summen,  Thätigkeit  und  Fleiss  des  Empfängers,  Stipula- 
tionen bestimmter  Gesetze,  besondere  Hücksichtnahme  auf  den 
A ortbeil  des  Gläubigers  und  Betonung  desselben  (No.  3,  a.),  wäh- 
rend doch  der  Schuldner  oder  Nutzniesser  die  gleiche  Rücksicht 
verdient,  da  die  Benutzung  der  ihm  im  Laufeder  Zeitzufallenden 
Zinsen  noch  viel  schwieriger  wird,  weil  sie  immer  nur  ein  kleiner 
3 heil  des  Kapitals  sind,  u.  s.  w.  Zudem  ist  der  so  oft  und  stark 
betonte  Einwnrf  wegen  versfiäteten  Eingehens  der  Zinse  der 
schwächste,  da  diesem  (Jinstande  durch  Zurückschieliung  der 
Zahlung  auf  eine  etwas  spätere  Zeit,  etwa  ein  viertel  oder  halbes 
Jahr  nach  der  Verfallzeit,  ganz  leicht  begegnet  werden  kann,  wie 
auch  einzelne  Gesetzgebungen  thun. 

Nach  innern  (iründen,  die  meines  Erachtens  nur  au.«  der 
Mathematik  unter  Zugrundelegung  allgemein  anerkannter  That- 
sachen  hergeholt  werden  müssen,  hat  man  sich,  wie  aus  dem 
Gessagten  hervorgeht,  nicht  umgesehen,  denn  weder  Leibnitz, 
noch  ein  anderer  nach  ihm  hat  den  schuldigen  Beweis  geliefert. 
da.ss  die  Rechnung  mit  Zin.s'eszinsen  zu  einem  richtigen  Resul- 
tate und  die  mit  einlachen  Zinsen  zu  einem  unrichtigen  führe,  ebenso 
wenig,  als  umgekehrt  H offmann  und  seine  Nachfolger  bisher 
imchgewiesen  haben,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  zu 
dem  richtigen  und  die  mit  Zinseszinsen  zu  einem  unrichtigen  Re 
sultate  führe. 


Ich  habe  rmn  in  meiner  Anleitung  §§.28 — 30.  S.  56.  u.  ff.  das 
Verhältniss  zwischen  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  und 
derjenigen  mit  Zinseszinsen  festzustellen  gesucht,  und  glaube  für 
ein  unbefangenes  ürtheil  dort  den  Beweis  geliefert  zu  haben,  dass 
beide  Rechnungsarten  immer  auf  verschiedene  Resultate  führen, 
wenn  die  Zeit,  worin  die  Kapitalien  fällig  sind,  sich  auf  mehr 
als  ein  ,lahr  erstreckt,  und  dass  dann  nur  die  Rechnung  mit  Zin- 
seszinsen auf  ein  richtiges  und  die  mit  einfachen  Zinsen  auf  ein 
unrichtiges  Resultat  führe. 


Da  mit  dieser  Untersuchung  die  Streitfrage  über  die  richtige 
Berechnung  des  Interusuriums  auf  das  Genaueste  zusammenhängt, 
so  habe  ich  die  dort  entwickelten  Sätze  in  dem  4.  Kapitel  meiner 
Anleitung  §.  44.  u.  ff.  hierauf  angewendet,  so  dass  ich  wohl  an- 
nehmen darf,  dass,  wer  Algebra  versteht  und  vornrtheilsfrei  an 
die  Beantwortung  dieser  Frage  geht,  diesen  lange  dauernden  Streit 
für  hinlänglich  erörtert  und  entschieden  haltenWird. 


0 
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Btl.  XXIX.^rl' s'aj  civilistische  Praxis 

geschtiehene  Ahhandlong  über  7as'/"lcras  Wr  Juristen 

rin  ansliihrlich  die  närafichen  -al-gedrucht,  ,vo. 

ncbiedene  ßeis,,iele  vertutlS,t  std  77°",'^^  7 
liauptsächlifh  der  Einvvurf  des  Anif  ’ da 

gern  der  einfachen  Zinsrll.j':  '^7  t’“"-  7‘ 

ausschliesslich  auf  der  Rerhrnmcr”  ^Mrd,  eine  neue, 

Methode  an^e^^eben  die  7 ^*»^<en  beruhende 

Rechnnng  R'-"ate,  ,vie  die 

MethnderO  Inhrt  „rd  "|L  , 1"  7 ''''''»«'‘cit  beider 

getragen  nerden  „L  so  dTs  'or- 

-engen -d.v^:rs::rd:i£:“t^^^ 

Lehr::r'de„^!L;::r;l‘„'‘:r^' 

sen,  Darnistadt  1851»  S 

der  reinen  Theorie  der  aus  innrr^  T 

Beweis  <Vir  die  Richtigkeit  der  I e i h strenge 

«ui.g  mit  Zinseszinsen)  geführt  werdeV  kl 
Oettinger,  „Anleiiu^ngTu  Ztl 
Rechnungen»,  §§.28-31.  und  §§.48-4^*  ' “• 

Ent»i“hYn';Tn^'tcrVc1""  -r  Anflüsung. 

"en,  Fern, ein  nnd  TahelienYlfr  e7„;:Yhe'n®:ld" 

n.engesetzten  Zins-  und  Zeitrenten  ^'usam- 

gar,  IS40.‘  nhereins,i„.„,e„d  „ri,  obigen  Angaben  rer  die  i“' 

bdbr  und  inbnlsegre'Y/r  fo^YnlcY  «frY 

He.s  andern.  So  s.agt  z.  ß.  Cut  Re 

fiven  Rechnenkunst»^  .U.  »»enionstra- 

tJ:  Är  ™- 

nelbst  halte  „rieh  hei  Ir  aZ7  “vY  ‘'"'-‘'chci.lcn.  Ich 

tischer  Sätee  gleichfalls  an  innere  Grönd,"  richr'ir "*  7'7’" 
eul  an  die  Hand  geben  kann  bah«  i i i ^ 

stYn:;:,:;:::r:":r  “"F 

enrhergetrnffene  Cehereinhnnf,  arvisYheYdl:: .SirerYndÄ 
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ner,  und  in  Ermangelung  einer  solchen  der  herkömmliche  Gebrauch 
oder  das  Gesetz  entscheide 5 ob  einfache  oder  zusammengesetzte 
Zinse  gerechnet  werden  müssen.  'Aus  diesem  Grunde  beschränkte 
ich  mich  auch  in  dieser  Schrift  darauf,  überall  zu  zeigen,  wie 
man  rechnen  müsse,  wenn  einfache  oder  zusammengesetzte  Zin- 
sen vorausgesetzt  werden/^ 

Ritter  tritt  im  Wesentlichen  der  Ansicht  Clausberg’s  und 
Brune’s  bei.  Stellt  man  aber  die  innern  Gründe  als  ersten  Grund- 
satz auf,  so  lässt  sich  damit  sehr  schwer  das  Rekurriren  auf  das 
Urtheil  der  Finanzmänner  oder  anderer  Geschäftsleute,  also  auf 
eine  fremde  Autorität  vereinigen , und  der  Nachsatz  hebt  den  Vor- 
dersatz auf.  Gibt  man  sogar  zu,- dass  im  concreten  Falle  die  Ent- 
scheidung der  üebereinkunft  zwischen  Gläubiger  und  Schuldner 
überlassen  werden  müsse,  da  Zwang  nicht  anwendbar  ist,  so  liegt* 
doch  die  Pflicht  vor,  jeden  Interessenten  darüber  zu  verständigen, 
welche  IVIethode  die  richtige  ist  und  welche  dem  einen  oder  an- 
dem  von  ihnen  Schaden  bringt.  Giess  alles  aber  kann  nur  durch 
eine  klare  Schlussfolgerung  der  Mathematik  geschehen. 


Archiv  für  civilistische  Praxis  von  mir 


erschienene  Ahhandlung  betrifft,  so  findet  sich  in  dem  Lehr- 
huche der  Pandecten  von  Dr.  Ludw.  Arndts,  München 
JS52,  p.  332.  §.220.  hierüber  Folgendes:  „Die  mathematische  Rich- 
tigkeit ihres  Ergebnisses  (der  Leibnitz’schen  Methode)  ist  neu- 
erdings nachgewiesen  von  Oetlinger  im  civil.  Archiv  XXIX.,  2, 
welcher  zugleich  eine  im  Re5sultat  übereinstimmende  neue  Methode 
angibt,  wornach  gleiclimässig  jene  beiden  Grössen  (für  den  Schuld- 
ner und  Gläubiger)  ermittelt  werden.** 


Ueher  die  H o f f m a n n’sche  IMethode  findet  sich  ebendaselbst 
Folgende.s:  „Diese  Berechnung  wird  gleichwohl  noch  von  man- 
dien  als  die  juristisch  richtige  angesehen,  z.  B.  von  Schräder 
Abth.  11,2;  F.  Zachariae,  Feber  die  richtige  Berechnung 
des  Inter  US  nriums  nach  Grundsätzen  des  Rechts, 
Greifswald  1831;  v.  Vangerow  III.  S.  180  — 188.  Diess  kann 
aber  als  Regel  nicht  zugegeben  werden.» 


Auch  V.  Vangerow  räumt  in  seinem  Lehrbuch  der  Pan- 
decten, 6.  Anti.,  3.  Bd.,  §.  587.,  S.  199.  unter  einiger  IModification 
der  oben  angeführten  Ansicht  ein,  „dass  nur  nach  der  Leib- 
nitz’sehen  IMethode  der  wahre  Werth  einer  später  fällig  werden- 
den Forderung  in  matliematisch  genauer.  Weise  festgestellt  wird 
und  namentlich  nur  durch  ihre  Anwendung  eine  wahrhaft  gl'eich- 
heitliche  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  stattfinde, 
vergl.  besonders  Oettinger  a.  a.  O.  S.  85.»,  macht  auf  die  neue, 
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von  mi,  angegebene,  im  Resultate  mit  der  Leibnita’sehen  über- 
etnstimmende  Berechnungsart  aufmerksam,  glaubt  aber  doch,  dass 
den  Verbaltnmsen  des  praktischen  l,ebens,  durch  die  eine  ganz 
strenge  Durchführung  ihrer  Anforderungen  nicht  möglich  Ist,  Rück- 
sicht  zu  tragen  sei  und  schlägt  vnr  „keine  der  beiden  Berechnun.s. 
arten  rem  zur  .Annendiing  zu  bringen,  sondern  eine  den  concreteii 

beider  n"'““'"  * Cnnihiiiatiou 

Wie  soll  aber  das  richtige  Bindeglied  zwischen  einet  richti- 

gen  und  unrichtigen  Rechiiuiigsart  gef, werden?  so  kann  man 

mit  Recht  Irageii,  Ware  es  nicht  sachgeniässer,  die  richtige  Rech- 
nungsart testzuhalten  und  an  sie  diejenigen  Modilikationen  anzu- 

kuu|den  , die  sich  mit  ihr  in  Rücksicht  auf  Billigkeitsgrüude  ver- 
omden  lassen?  ^ 

V 


WährenfI  nun  die  genannten  Schriftsteller  die  Rechnung  mit 
/inseszinsen  als  die  richtige  anerkennen,  tritt  Dr.  Keil  in  sei- 
ner sSchrilt:  „Das  Interusurium  oder  die  richti^-e  Be- 
stimmung der  Forderungsvverthe  zu  andern,  als  den 
Verfallszeiten,  Jena  1854“  ganz  entschieden  geuen  die  in 

niemer  Ahhandlung  über  das  Interusurium  gegebenen  Nachwei- 
sungen  in  die  ^Schranken. 


« 


Er  gibt  zwar  sS.  89.  seiner  Schrift  zu,  dass  die  Rechnung  mit 
Ziuseszinsen  ,,die  genügendste  Lösung  des  Interusuriums  bildet“, 
bemerkt  jedoch,  dass  „die  «ohl  inehrseitis  z.  E.  von  Dr  Oet- 
tinger  in  der  angeführten  Abhandlung  daraus  hergeleitete  Fol 
gerung,  dass  sie  darum  auch  überall  als  die  richtige  unterlect 
nerr  en  müsse,  schon  an  sich  und  insbesondere  aus  den  6S  3— q 
bereits  angeführten  Gründen  (in  der  Schrift  des  Dr.  Keil)  irriä“  sei’ 
Ich  könnte  micIMiegnügen,  einfach  diese  Aeusserung^n^„■ 
fuhren  denn  diese  Uorte,  in  andere  übergetragen,  können  «ohl 
nur  lolgenden  Sinn  haben:  Es  ist  zwar  richtig,  dass  2 mal  2 =4 
4st.  Soll  aber  dieser  Satz  überall  als  richtig  angewendet  wer- 
den, .so  ist  das  ein  völliger  Irrthum.  Soll  ferner  dieser  Satz  nach 

Er'""-terungen  bewiesen  werden  \o 
durfte  dies.s  nach  S.  93.  und  94.  seiner  Schrift  keine  besondere 
c Mierigkeit  haben.  Hat  man  nanilich  eine  Kugel  von  2 Fuss  Cubik- 
inha  t und  wünscht  Jemand  eine  Kugel  von  2 mal  2 =4  Cubikfuss 
Inhalt  zu  erhalten,  so  wird  diess  Verlangen  nicht  durchführbar 
sein,  denn  es  wird  einem  Arbeiter,  auch  dem  geschicktesten,  kaum 

.gelingen,  mit  der  vollen  Präcision  eine  Kugel  von  genau  4 Fuhik- 
luss  Inhalt  zu  verfertigen.  Q.  e.  d. 


von  niich  snoe„  einen  andern  mi, 

>0,1  Dr.  Keil  gemachten  Vorwnrf  zu  verwahren.  S.  94.  seiner 


ti'  * 
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Schrift  fanden  sich  folgende  Stellen:  „Allerdings  sind  für  die 
irrige,  obwohl  durch  ihren  ansprechenden  Inhalt  im  Voraus  für 
sich  einnehmende  Ansicht,  „„dass  bei  Diskontirungen  stets  das 
Guthaben  beider  Theile  gleicbmässig  berechnet  werden  müsse““ 
verschiedene,  im  gewählten  Beispiele  verdeutlichte,  zugleich  aber 
auch  anscheinend  allgemein  gütige  (irüitde  erdenkbar,  deren  Halt- 
losigkeit vielleicht  nicht  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen  ist, 
allein  doch  einer  hinlänglich  sorgsamen  Kritik  nicht  zu  entgehen 
vermag“,  und  ferner:  „Dr.  Oettinger,  welcher  überhaupt  mei- 
nes Dafürhaltens  sehr  scheinbare,  zeither  wenig  beachtete  Gründe 
für  die  Zinszinsrechnung  geltend  macht,  allein*  nicht,  wie  man  in 
mehreren  neueren  Schriften  bemerkt  findet,  ein  ganz  neues  System 
aufstellt.  “ 

Ich  bemerke,  dass  es  mir  sehr  ferne  liegt,  in  meinen  .Arbei- 
ten mit  „scheinbaren“  Gründen  und  liestechenden  Ansichten  oder 
Trugschlüssen,  die  nur  die  sorgsame  Kritik  des  Dr.  Keil  aufzu- 
findeii  vermag,  vorzugehen.  Das  ist  zumal  in  der  IMathematik, 
auf  deren  Boden  ich  mich  in  meiner  Beweisführung,  wie  Herr 
Dr.  Keil  wohl  wissen  kann,  bewege,  nicht  möglich.  Gerade 
Arndts  und  A'angerow  haben  die  gleichheitliche,  also  rechtlich 
objective  Behandlung  des  Schuhlners  und  Gläubigers  von  meiner 
Seite  anerkennend  hervorgehoben,  worin  die  sorgsame  Kritik  des 
Dr.  Keil  einen  trügerisch  einnehmenden  vSchein  erblickt.  Gegen 
diese  Anschuldigung  glaube  ich  Verwahrung  einlegen  zu  sollen. 

Wenn  aber  Herr  Dr.  Keil  meint,  dass  die  von  mir  (S.  80 
§.  15.  meiner  Abhandlung)  angegebene  weitere  Methode  (ich  habe 
sie  nicht  „System“  genannt),  den  Werth  künftig  fälliger  Kapita- 
lien zu  berechnen,  nicht  neu  sei,  so  will  ich  ihm  diese  Meinung 
nicht  nehmen,  da  ich  nicht  weiss,  in  wie  weit  ihn  seine  Kennt- 
nisse in  der  Mathematik  zu  diesem  Urtheil  berechtigen.  Ich  er- 
suche ihn  daher,  den  schuldigen  Beweis  zu  führen,  und  bemerke, 
dass  mir  kein  Werk  bekannt  ist,  worin  diese  .Methode  früher  als 
in  meiner  Abhandlung  gelehrt  ist. 

Will  Herr  Dr.  Keil  meine  Beweisführung  über  die  Richtig- 
keit der  Zinszins -Rechnung  widerlegen,  so  ist  der  geeignete  Weg 
hierzu,  zuerst  dieselbe  in  meiner  Anleitung,  die  er  nur  dem  Titel 
nach  zu  kennen  scheint,  anzusehen  und  dann  auf  algebraischem 
Wege  zu  entkräften,  anstatt  die  so  oft  von  ihren  Gegnern  wie 
defholten  Gründe  wieder  vorzuführen,  und  einen  Vermittlungs- 
Vorschlag  zu  machen,  der  mathematisch  eben  so  unrichtig  und 
unhaltbar  ist,  als  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 

Diess  ist  im  Wesentlichen  die  Geschichte  und  der  gegenwär- 
tige Stand  der  oben  angeregten  Frage.  So  lange  nun  nicht  nach- 
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FfT  , " Rechnungsarten  ein  richtiges 

Resultat  liefert,  kann  dieselbe  nicht  entschieden  «erden.  Der 

bisher  betretene  Weg,  sie  durch  Aufstellung  äusserer  Gründe. 

«ozu  auch  dje  Gesetze  zu  zählen  sind,  zu  entscheiden,  führt  nicht 

tTl  f F f hat  aber  eine  viel  «ichtigere  Bedeu- 
un.,,  als  die  Entscheidung  über  die  richtige  Berechnung  des  In- 

erusuriunis.  Es  handelt  sich  um  Gewinnung  einer  wissenschaft- 
lichen Grundbige  lur  die  politische  Arithmetik.  So  lan^e 
narnlich  der  oben  angedeutete  Beweis  nicht  geführt  ist,  mangelt 
diesem  gewiss  .sehr  wichtigen  Zweige  der  Mathematik  an  einer 
testen  (.rundlage,  und  dieser  kann  nach  meiner  Ansicht  nur  aus 
mnern,  dem  Calcul  zu  entnehmenden  Gründen  geführt  werden. 

Von  diesem  Standpunkte  aus  soll  hier  die  angeregte,  ganz’ 
allgemein  gehaltene  Frage  beantwortet  werden.  Daraus,  da.ss  in 
er  neuern  und  neuesten  Zeit  in  manchen  Schriften  die  Lehre 
von  den  einfachen  Zinsen  nicht,  sondern  nur  die  von  den  Zinses- 
zinsen  enthalten  ist,  kann  nichts  für  oder  wider  bewiesen  und 
keineswegs  die  ünzulä.ssichkeit  der  Lehre  von  den  einfachen 
Zinsen  gefolgert  werden,  denn  die  JNichtaufnahme  einer  vorhan- 

nchtigkei  hin^zunehmen,  eben  so  wenig  wie  die  Aufnahme  beider 
Lehren  als  beweis  für  die  Richtigkeit  beider  gelten  kann, 
or  allem  aber  kann  aus  dem  Ignoriren  eines  Gegenstands  nichts 

für  und  gegen  den.selben  gefolgert  werden,  wenn  es  die  Beant- 
wortung einer  Streitfrage  gilt.  ^ 

Entgeh  vorliegende  Frage  noch  nicht  zur 

Entscheidung  gekommen  i.st,  liegt  nach  meiner  Ansicht  darin 

dass  Ihre  ße-twortung  bis  jetzt  nicht  der  Mathematik,  wohin 
sie  unzweifelhaft  gehört,  vindicirt,  sondern  in  das  Gebiet  der 
Jurisprudenz,  das  reichhaltige  Feld  der  Controversen,  <^escho- 
ben  wurde.  Hat  die  Mathematik,  wie  sie  soll,  ihre  Nachweisun- 
gen gegeben,  dann  können  leicht  die  weitern  Consequenzen  gezo- 
gen  «erden,  und  es  ist  dann  Sache  der  Gesetzgebung,  L.se 
Nachweisungen  anzuerkennen  und  nach  ihnen  die  Gesetzgebung 
zu  ordnen  denn  das  auf  die  socialen  Verhältnisse  anzuwendende 

Recht  darf  doch  nicht  wohl  auf  unrichtiger  Unterlage  ruhen.  Wir 
wenden  uns  nun  zur  Sache. 

§.  3. 

Lehrsatz  Sind  die  Summen  L,,  L^,  am  Emle 

«öhnT"h^'/ K*"’  f«Uenden  Zeitabschnitten  (ge- 
"ohnheh  .Jahres,  oder  Halbjahresfristen)  ohne  Zinse 


fällig  und  soll  ihr  gegenwärtiger  Werth  bei  dem  Zins- 
fuss  p berechnet  werden,  so  entsteht  ein  richtiges 
Resultat,  wenn  die  einzelnen  Zahlungen  nach  dem 
Zeitverhältniss  mit  Zinseszinsen  rabattirt  werden.  Das 
Resultat  wird  unrichtig  und  zu  gross,  wenn  die  einzel- 
nen Zahlungen  mit  einfachen  Zinsen  rabattirt  werden. 

Zu  bemerken  ist,  dass  der  vorstehende  Lehrsatz,  wie  schon 
oben  gelegentlich  angegeben  wurde,  nur  gilt,  wenn  sich  die  Ra- 
battirung  auf  mehr  als  den  ersten  Zeitabschnitt  erstreckt,  denn 
die  Rabattirungswerthe  sind  bei  einfachen  Zinsen  und  Zinseszin- 
sen für  den  ersten  Zeitabschnitt  einander  gleich. 

• 

P 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen  diess  auch 

in  meiner  Anleitung  geschah,  und  bezeichnet  den  gegenwärtigen  Werth 
sämmtlicher,  künftig  fälliger  Summen,  der  sich  aus  der  Rabattirung 
mit  einfachen  und  Zinseszinsen  nach  der  Formel  No.  2 und 
ergibt,  durch  so  stellt  sich  der  vorstehende  Lehrsatz  nach  No.  2 
und  No.  1 , §.  1.  auf  folgende  Weise  dar,  wenn  allmälig  1,  2,  3. ...7/ 
statt  n gesetzt  wird: 


R — — - + 4_  4- 

^ + 1,0/7^  ^ ' 


Ln 


R 4-  — ^ -I-  4- 

^ i,0/>  + 1,02p  + LOöp  + " • l,Ö7ip' 


Erster  Beweis. 

Bei  diesem  Beweise  gehen  wir  von  Sätzen  aus,  die  allgemein 
als  maassgebend  bei  Kapitalzabluiigen  im  praktischen  Leben  an- 
erkannt sind,  wenden  sie  nach  ihrer  Fe.ststellung  auf  obige  Dar- 
stellungen No.  1)  und  2)  an  und  untersuchen  den  Erfolg,  wodurch 
sich  dann  einfach  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes  ergeben  wird. 

Bei  Contrahirung  einer  Schuld  treten  zwei  Personen.  Gläuhi- 
ger  und  Schuldner,  in  ein  Vertrags- Verhältniss.  Der  Gläubi- 
ger übergibt  dem  Schuldner  zu  irgend  einem  Zeitpunkte  eine 
bestimmte  Summe  baar.  Der  Schuldner  verpflichtet  sich,  von 
diesem  Zeitpunkte  an  im  Laufe  der  Zeit  das  empfangene  Geld 
(allmälig  oder  auf  einmal)  nicht  nur  zurück  zu  zahlen,  sondern 
auch  stets  das  noch  in  Händen  habende  Kapital  zu  verzinsen. 
Sind  alle  vom  Schuldner  über  Kapital-  und  Zins-Zahlung  einge- 
gangenen V'erpflichtungen  erfüllt,  so  ist  mit  der  letzten  Zahlung 
die  Forderung  des  Gläubigers  befriedigt  und  die  Schuld  getilgt. 
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I)ie  Thätigkeit  des  Gläubigers  beschränkt  sich  in  der  Regel 
auf  einen  Act  Die  Thätigkeit  des  Schuldners  auf  mehrere, 
in  der  Zeit  nach  einander  folgende.  Bei  den  gegenseitigen  Zah- 
lungsleistungen des  Schuldners  und  Gläubigers  werden  daher 
nicht  gleichzeitig  fällige  Werthe  mit  einander  verglichen,  sondern 
solche,  die  in  der  Zeit  auf  einander  folgen  und  die  sofort  auf 
einen  und  denselben  Zeitpunkt  bezogen  weiden  müssen, 

denn  nur  in  diesem  Falle  kann  von  Gleichsetzen  der  Werthsum- 
men  die  Rede  sein. 

Es  handelt  sich  also  hier  nicht  von  w i rk  I ich  er  G I eich - 
heit  der  vom  Gläubiger  erlegten  und  der  vom  Schuldner  im  Laufe 
der  Zeit  zu  erlegenden  Summen,  sondern  nur  von  der  Gleich- 
heit des  Inhaltes  oder  Werthes  der  gegenseitigen  Zah- 
len ngsl  ei  s tu  n p n zwischen  Gläubiger  und  Schuldner,  denn  der 
chuldner  gibt  im  Laufe  der  Zeit  eine  ungleich  grössere  Gesammt- 
summe  zurück,  als  er  empfangen  liat. 

Um  nun  die  vorliegende  Aufgabe  bequemer  lösen  zu  können, 
gehen  wir  von  Folgendem  aus: 

Es  "erde  eine  Schuld  K contrahirt.  Der  Schuldner  verpflich- 
tet sich,  diese  Summe  in  Jahresfristen  und  durch  jährliche  Ver- 
zinsung mit  Procent  innerhalb  „ Jahren  so  zu  tilgen,  dass  er 

Suirimen  A, , A^,  A^ An  vom  Ka- 

pital abtragt  und  ausserdem  am  Ende  eines  jeden  Jahres  den 
Kapitalrest  verzinst. 

Slit  diesen  Leistungen  hat,  nie  man  sielil,  der  Sohnidner  am 
tnde  des  »teil  Jahres  seine  Scliuid  voiiständig  getilgt. 

üer  Tilpiigs|,lan  ist  gans  allgemein  und  man  kann  unter  ihn 
alle  gedenkbaren  1 ilgungsnrten  (gleiebheilliclie  Tilgiingssumnien, 
naclisende  lallende,  einmalige  „der  allmalige  KapilalabVragnngen 
dlireli  beliebige  Annabnie  der  A mit  Leichtigkeit  bringen.  Bei 
einer  einnialigen  Tilgiingssunime,  nie  es  geniibniich  bei  kleinern 

glekbOnnd  A T '''"l  Tilgnngssnmmen 

gleich  u uiKi  An  = A zu  setzen  u.  s,  w. 

Ermittelt  man  nun  die  Verpflichtungen,  welche  der  Schuldner 

im  Laufe  der  Zeit  zu  erfüllen  hat,  so  stellen  sie  sich  in  foleen- 
der  W eise  fest.  ” 

Am  Ende  des  ersten  Jahres  hat  er  A^  am  Kapital  abzutragen 
und  die  Zinse  vom  Gesammtkapital  zu  zahlen.  Es  ist  daher 

Li=Ai^K.0,0p. 

Am  Ende  des  zweiten  Jahrs  hat  er  An_  und  die  Zinse  des  um 
A^  verringerten  Kapitals  zu  zahlen.  Diess  beträgt: 


— A2  F (K — Fj) . 0,0p- 

Am  Ende  des  dritten  .lahres  hat  er  A^  und  die  Zinse  von  dem 
um  Al  und  A2  verringerten  Kapital  zu  zahlen.  Üiess  beträgt: 

L3  = A3  + (H:~Ai-A2)0,üp 

u.  s.  w.  Setzt  man  diese  Schliissweise  fort,  so  sind  die  Gesaramt- 
leistungen  des  Schuldners,  wie  sie  sich  im  Laufe  der  Zeit  erge- 
ben, in  folgender  Darstellung  enthalten  : 

3)  L = Li  =Ai  + /ir.0,0p 

. L2  = A2^-{K-Ai)0,0p 

Z/3  = A3  F (Hl  — Al  A2)  0,0p 

l^=Ah  + (h:-Ai-  a.2  - 4)  0,0;^ 

Lr  = Ar  + — Al  — 4 — •—  — Ar-l)0,0p 


lin  — An  F (^  Al  A2  ....  — Fn— 1)  0,0^. 

Das  Gesagte  gibt  folgende  Grundlagen  und  Anhaltspunkte  für 
die  weitere  Entwicklung  des  Calculs : 

4)  K — Al  A- A2A- A3 -i- ... . An, 

denn  die  Abtragssummen  F^,  4,  A3,....  An  müssen  auf  die  Til- 
gung des  Kapitels  verwendet  werden  und  kommen  ihm  daher 
gleich 

5)  Durch  die  in  No.  3)  __an  gegebenen  und  im  Laufe 
der  Zeit  allmälig  geleisteten  Kapital-  und  Zins-Zah- 
lungen hat  der  Schuldner  seine  Schuld  vollständig  ge- 
tilgt. Hieraus  folgt  weiter: 

6)  Die  im  Laufe  der  Zeit  allmälig  zu  leistenden  und 
in  No.  3)  angegebenen  Gesammtzahlungen  Li,  L2,  Z/3, ....  Ln, 
obwohl  der  Summe  nach  grösser,  sind  ihrem  Inhalte 
oder  ihrem  Werthe  nach  dem  von  dem  Gläubiger  aus- 
gezahlten Kapitale  IST  gleich.  Sie  sind,  obwohl  in  Summe 
grösser,  zusammen  nicht  mehr  und  nicht  vveniger, 
sonderndem  Inhalte  nach  gerade  so  vielwerth,  als  das 
gegenwärtig  baar  hinter  legte  Kapital  des  Gläubigers. 

Die  hier  aufgestellten,  in  der  Natur  der  Sache  begründeten 
Sätze  sind  wichtig,  denn  sie  bezeichnen  den  Weg,  auf  welchem 
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künftig  fällige  Summen  L i t • 

*;  u -ii  • mit  einem  geeenw’är- 

ralatto  '“"“''"«‘'"  ‘‘ff"“''  " «Hhe  „ach  vergliche»  „der 

„erdl  b-  ■ a !.![*"  »«««"»«'«S«"  "’erlh  aurückgebracht 
»erde „ kennen,  „nd  bdden  den  Prüfetein  fo,  die  Richtigkeit  alier 

Ith  L.rrr  n üieaelhen  müaeen 

nanrhch  Reanitate  geben,  „eiche  mit  dienen  Sälaen  nbereinatim. 

Igletl  t -«--deten  Rech-' 

Nach  diesen  Benierkunsren  ist  nun  die  vorliegende  Aufeabe 

Welth"rr1:^Nf3t  ‘'*‘^1”''  "the  detlfh- 

Summe  Jf  anrnckatüht.!"*"*  “«f  d\e 

Sestellten  Grundsätzen  zu  vergleichen  ^ ^ 


Benutzt  man  nun  diese  Darstellung  führt  sie  in  AT«  • • i 

man  für  r allmälig  die  VVerthe  1 2 “t  i . ‘ 

ninaeinen  Jahreefein.nngen  . t 'dei  P„  „;;i1'  TT^ 
sänimtlicher  Zahlnngsleislnngen : «erth 


:er:r£-”^T=- 

itaiigvr  gei.  i^nzeij^en  v.  J.  1849  ,,  4p\  i i ° ^ 

gemachten  Einwendungen  halte  irh  -,1  »i!  -i  r geschehen.  Die  dort 

;«e. . da„  Ite  ^1:1“ 


-f.  J 
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N. 


8)  ß= 


A. 

l.Op 

A 

lOp^ 

/>3 

A^ 

l,0/>^  -l,0/> 


Af  (Al  A-  A^  -{-  Ag-j- ....  An)0,0p 

T7öp  + lOp 


+ 


(A^  A^  -f-  A^  -f- ....  v4n)0j0p 


,'3  + 


1,0p 


■^3  , (-'^3  + -^4  + -^3  ■|' •••• 


1,0p 


1,0p 


A^  ^5  + ....  An)0,ü/) 


1,0/;' 


Ln-‘l 

1,0;;»--^ 

Ln—l 

l,0p"~^ 

Ln 

1,0/;" 


An— 2 (An — 2~\~An—i  -{■•^n)0,0/; 

+ 1,0/;«-® 

An—l  (■r4n— l -f"  .dn)0,0/; 

Yfipn-i  + l,0/;«-i  ’ 

An  An  • 0,0/; 

1,0/;"  1,0/;" 


Werden  nun  die  Klammern  in  der  vorstehenden  Darstellung  auf- 
gelöst und  sämmtliche,  mit  0,0/;  verbundene  Glieder  nach  den 
gleichen  Stellenzahlen  der  A geordnet,  so  erhält  man: 

Tf Li  L.2  Lj  L^  Ln—l  Ln 

'•  — • T i T 1 n,,3  T 1 f».,4  T ••••  ] n«n— 1 ' 


1,0/;  ^ 1,0/;®  ^ l,0/;3  ^ l,0p^ 


-^t  I ^2 

— 1 A__  r 


.^4  I ^n— 1 

*^1  • • • « 


l,0/;»-i  ' 1,0/;" 

.An 


1,0/;  ^1,0/;®  + 1,0/;®  + 1,0/;^  ^ l,0/;"-i  + 1,0p” 

, Al  .0,0/; , A2-0,0p  As.0,0p  A^.0,0p  A„-i.0,0p  A„  0,0p 

+ 1,0/;  ^ 1,0p  + 1,0/;  +■“  1,0/;  1,0p 

^2-0,0/; . ^3.0,0;;  A^.0,0p  A„-i  0,0p  A„.0,0p 

^ i;o7^+  1,0/^’*^  1,0/;®  +•••  1,0/9®  ^ 1,0/9® 

Ag.OjO/;  ^4  0,0/;  An-v0,0p  An0,0p 

1,0/;®  + 1,0/9®  1,0/;®  ^ 1,0/;® 

t 

^4.0.0/9  An-l0,0p  An-0,0p 

I 1 i\77i  r»**  1 A-.A  T 


1,0/; 


l,0p^  ■ l,0p‘ 


An—l.0,0p  ■ An.Q,0p 

1,0/9"-^  1,0/9"-^ 

I d4n.00/; 

1,0/;^' 


erauK 


oder,  da  R der  gegenwärtige 
geo  bei  der  Rabattirung  mit 
Bedinaungs- Gleichung  No.  4) 
bebenden  Glieder,  ist: 


^Vertb  sämmtlicher  Zahlungsleistun- 
inseszinsen,  mit  Rücksicht  auf  die 
und  mit  Weglassung  der  sich  auf- 


1,0/?  l,0/?2^1,0/>3+]  0^4  + 
Diese  Gleich 


A +^2+^3+^4+-.^«=ir. 


ung  sagt  Folgendes  aus 

10)  Werden  die  Werthe  der 
«den  Zahlungen  Z.,,  r . 


— 25  — 

genwart  zurückgebracht  und  wird  bei  der  Reduction 
die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  angewendet,  so  stimmt 
das  hiedurch  entstehende  Resultat  mlit  den  in  No.  4)— 6) 
aufgestellten  Grundsätzen  überein  und  gibt  also  den 
richtigen  Werth  K an. 

Hiedurch  ist  der  erste  Theil  des  obigen  Lehrsatzes  bewiesen. 

Um  auch  die  Richtigkeit  des  zweiten  Theils  zu  beweisen,  ist 
nöthig,  die  Gesammtleistungen  des  Schuldners  No.  3)  oder  8)  mit 
einfachen  Zinsen  zu  rabattiren.  üiess  gibt,  wenn  die  gehörigen 
Werthe  eingeführt  werden,  folgende  Darstellung: 


11)  ß,= 


_ A 

1 

^ 1,0/? 

1,0/? 

“1,0/? 

-^2 

1 (^2+^3+'^4+—*^n)0,ü/> 

i,Ö2/? 

i,0>/? 

“1,02/? 

-^3 

I -^n)0,Qp 

1,03/? 

1,03;? 

“ 1,03/? 

L, 

A 

1 (^4+ + 

, 1,04/u 

1.04/? 
• • 

~ 1,04/? 

Ln- 

-1  Aji— 

-1  I (.4„_i  + ^„)0,0/> 

-1)/?'  1,0(??-1)/?  ’ 

L„ 

1,0?«/? 

_ An 
1,0??/? 

^n.0,0/? 

1,0??/? 

Dieser  Ausdruck  lässt,  auch  wenn  man  ihn  in  seine  einzelnen 
Glieder  aut  löst,  keine  weitere  Reductionen,  sondern  nur  eine  andere 
Anordnung  zu.  Es  bleibt  daher  nichts  übrig,  als  ihn  mit  der  For- 
mel No.  8)  zu  vergleichen.  Geschieht  diess,  so  sieht  man,  dass 
nur  die  zwei  ersten  Glieder  in  beiden  Ausdrücken  übereinstim- 
men, alle  andern  nicht.  Das  aus  No.  11)  folgende  Ergebniss  kann 
also  nicht  mit  dem  aus  No.  7)  übereinstimmen,  und  es  lässt  sich 
zeigen,  dass  No.  11)  ein  grösseres  Ergebniss  liefert  und  liefern 
muss  als  No.  8)  und  9). 

Es  ist  nämlich : 


oder  in  anderer  Form: 


1,0^7?  < 1,0/?^ , 


für  und  der  Unterschied  wird 

ar  ist.  Hieraus  folgt  weiter,  dass 


um  so  grosser,  je  grösser 


^ \,Qp^ 

für  a:  ^ 1.  Diess  gibt  nun  folgende  Vergleichungen  aus  No.  11) 
und  8)  an  die  Hand : ' 

I 

-^2  -^2  . (^a~f'^3~t'—-^n)0,0?>^  ^ {A>^^A^-\r....An)Ofip 

1 ,02p  1 ,02p  1 ,02p  ^ LÖ^  + “Op2  ’ 


' ^ 1.0p  ^ 1,02p  1,03p  l.Onp' 

üiese  Gleichungen  sagen  Folgendes  aus: 

14)  Wird  der  Werth  der  von  dem  Sch uldner  im  Laufe 
der  Zeit  zu  leistenden  Zahlungen  L^,  L^,  Lg,....L„  auf 
die  Gegenwart  zurückgebracht  und  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  angewendet,  so  stimmt  diese  Rech- 
nungsart nicht  mit  den  in  No.  4)— 6)  aufgestellten  Grund- 
sätzen überein,  sondern  gibt  ein  zu  grosses  und  un- 
richtiges Resultat. 

Der  Gläubiger  käme  bei  dieser  Rechnungsweise  zu  Scha- 
den und  so  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Lehrsatzes  erwiesen 


\\ 


nöthig.  Es  kann  auch  die  Rabattirung  in  Jahrestbeilen  angenom- 
men werden. 

Häufig  und  bei  Staatsanleihen  gewöhnlich  geschieht  die  Ver- 
zinsung in  Halbj'ahresfristen.  ln  diesem  Falle  können  die  Kapi- 
talabtragungen  auch  in  Halbjahresfristen  gemacht  werden  und  dann 
werden  2n  Kapitalabtragungen  erforderlich.  Es  ist  dann  nach  obi- 
gen Grundsätzen : 

15)  + ^3  + ••••  Ain- 

Da  nun  die  Zinse  halbjährlich  gezahlt  werden,  so  kann  man 
2 = Pi  der  Kürze  wegen  schreiben  und  die  Rabattirung  in  Halb- 
jahresfristen durchführen.  Hiernach  ergibt  sich  folgende  Darstel- 
lung nach  dem  Vorgänge  von  No.  8): 


El 

A 

+ 

(^1  +-^2  + -^3*— ^2fi)0,0/>| 

1,0p, 

1,0p, 

1 

l,üpi 

E2 

^2 

I 

(^2+  ^3  +-^4-"-^2n)0,0/?| 

l,0p,-^ 

-l,0p,^ 

+ 

l,üp,a 

E3 

1,0p,  3 

^3 

~ E0p,3 

+ 

(^3  ~h  A2n)0y0pi 

1,0p,  3 

Lln~\ 

^2'* — 1 

1 

(-^2«— l + ^2n)0,0p^ 

l,Öp,2"- 

■1  1,0p,  2«- 

-1  + 

1,0p, 2n-l 

Liit 

Ai„ 

1 

.^2n.0,0p, 

l,0p,2n 

~ l,0p,^" 

+ 

l,0p,2n 

Hält  man  nun  den  oben  angegebenen  Entwicklungsgang  ein,  ord- 
net die  Glieder  dieses  Ausdrucks  und  summirt,  so  ergibt  sich; 

^2  1 ^3  I -^2«  Al  A2  Ag  ^2n 

1,0p,  1 ,Öp,2^i,0p,  3'*'”l,0pi2«~l,0p,  ’*’LÜ^’^LÖ^+”L0p,2» 
+ 0,0p.  tMa-' + 0,0p, +A,  ,0,0p. 


' * 0,0p, 

1 1 Ojjt  — ^ 

....  + A..0.0P,  — 


und  hieraus  durch  Weglassung  der  sich  aufhebenden  Glieder  und 
mit  Rücksicht  auf  15) : 

17) 

/) , E2  , Lg'  ‘ L2n 


jn I Eg  , Ej  ' • Z/2/i 

l.OlJ.  1.0n.2T  i,0p,3'T"‘'l,0p,2«~‘^l^''^*E-^3+— ..^2n=Ä'. 


i 


♦ f 

I 
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Stellt  man  nun  diesem  Resultate  die  Rabattirung  mit  einfachen 
Zinsen  gegenüber,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  hat,  so  wird 
man  zu  den  gleichen  Sätzen  wie  in  No.  12)- 14)  geführt.  Hier- 
durch ist  also  die  Richtigkeit  des  oben  aufgestellten  Lehrsatzes 
für  halbjährige  Zahlungsfriste  bewiesen. 

Bei  weitem  der  gewöhnlichste  Fall  ist  aber  der,  dass  die 
Zinse  halbjährlich,  die  Kapitalabtragungen  jährlich  gesche- 
hen. ln  diesem  Falle  modificiren  sich  die  Darstellung  und  der 
Calcul  in  etwas,  denn  in  den  Zahlungsleistungen  des  ersten  Halb- 
jahrs eines  jeden  Jahres  sind  nur  die  Zinse  zu  berücksichtigen. 
Es  ergibt  sich  dann  folgende  Zusammenstellung: 


18)  /2  = 


1,0/jj 


l,0/>x® 


l,0;?x4 


(•‘^1  "F  -^2  ' * • • -^n)  0,0^1 

_ -^1  , (ffl  + -^2  + -^3  ••••  A„)0,0pi 

1 Om  2 1 ^ 


iyOpi^ 


IM" 

-f  J3  -f ....  J„)0,0pj 
hOpi^ 


_^ß  I (^^2't~A3-j--—A„)0,0p, 


l.Opi 


Lin-x 

l,0/>i^-i 

Lin 

IM"” 


An.Oßpi 
\ßpx^'^  ’ 


An  .An‘  0,0y>x 

l,0/?,2n‘*'  \ßp{^n 


Löst  man  die  Klammern  auf  und  ordnet,  so  erhält  man: 


i>  ■■■■  j L‘i  , 

I n..  + 1 2 r 


l,0;o,  ^1M"^1M 


^3_  . 

a I 


L^n 


- -I-  ^ ^ 4_ 

— _|_  ^2  , ^3 ^4  A2n 

+ 15,-^  + 

+f — — A ——  I — ^ I —'^3  I ^^3  '\«n 

niM  IM*  + 1,0/>,3+  1,0,,, 4 + + Tjö^öjOßp 

-i-f  I I - I I \nn 

^UM^iM"  ^ »M^  iM^  ^ iM"”/ 


'f':  i|„ 
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Summirt  man  nun  die  eingeklammerten  Reihen,  so  entsteht  der 
Reihe  nach : 

AiOßpi  Q - , ^aOM  A^oftpi  - 


A„0,0pi 


l-l,0;?i-2» 
Oflpx  ■ 


Führt  man  nun  die  von  0,0pj  befreiten  Werthe  ein,  so  folgt  durch 
den  Wegfall  der  sich  gleichen  positiven  und  negativen  Glieder: 


I 


},0px  ^ IM" 


+ 


Lin 

l,0pi^‘ 


— Al  -F  A2  -f  A^  -F ....  An  — K, 


und  der  aufgestellte  Lehrsatz  ist  auch  für  halbjährliche  Verzin- 
sung und  jährliche  Kapitalabtragungen  bewiesen,  denn  die  Rabat- 
tirung mit  einfachen  Zinsen  gibt  auch  hiefür,  wie  leicht  zu 
ersehen,  einen  grössern  und  unrichtigen  Werth. 


Uebrigens  können,  wie  ich  in  meiner  Anleitung  §.28 — 30.  be- 
wiesen habe,  die  Zeitfriste,  worin  die  Zahlungen  Lj , L^,  L^y.—  Ln, 
zu  leisten  sind,  ganz  willkübrlich  angenommen  und  auch  für  sie 
der  Beweis  der  Richtigkeit  geführt  werden.  Ich  verweise  dorthin, 
um  nicht  schon  Gesagtes  zu  wiederholen.  Der  Beweis  ist  übri- 
gens hier  auf  eine  andere  Art  als  dort  geführt. 

Der  obige  Lehrsatz  erweitert  sich  dann  wie  folgt: 

20)  Werden  beliebige  Kapital zah  1 ungen  Lj , I^,  L3,... 
....Ln  in  willkührlichen  Zeitabschnitten  my,  m^,  m^,....mn 
gemacht  und  soll  ihr  \\ertb  auf  den  Anfang  des  ersten 
Zeitabschnitts  zurückgeführt  werden,  so  muss  es  un- 
ter folgenden  Bedingungen  geschehen: 

a.  der  Rechnung  müssen  Zinseszinse,  nicht  ein- 
fache Zinse  zu  Grunde  gelegt  werden; 

b.  die  Rabattirung  muss  in  den  Zeitabschnitten  vor 
sich  gehen,  in  welchen  die  Zahlungen  erfolgen; 

c.  die  Wahl  des  Zinsfusses  und  der  Verzinsungs- 
art ist  willkübrlich.  Sind  aber  Gründe  vorhan- 
den, woraus  ein  bestimmter  Zinsfuss  oder  eine 
bestimmte  Verzinsungsart 'erschlossen  oder  an- 
genommen werden  kann,  so  ist  die  Wahl  beider 
nicht  willkübrlich,  sondern  es  muss  der  Rabat- 
tirung der  nämliche  Zinsfuss  (conforme  Zins- 


's 
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fu88  [(l^O/?)»^  — 1] , oder  der  relative  nach 

den  Jahresabschnitten  r)  und  die  nämliche  Ver- 
zinsungsart  zu  Grunde  gelegt  werden,  welche 
sich  aus  den  vorliegenden  Umständen  ergeben. 


§.  4. 

Zweiter  Beweis, 

Obgleich  in  §.  3.  der  oben  ausgesprochene  Lehrsatz  vollstcän- 
dig  bekundet  ist,  so  gebe  ich  hier  doch  noch  einen  zweiten  Be- 
weis (ür  seine  Richtigkeit,  einerseits  wegen  seiner  Bedeutung  in 
der  politischen  Arithmetik,  andererseits  desshalb,  weil  die  ihn 
bedingende  Grundlage  nicht  auf  der  Rechnung  mit  Zinses- 
zinsen, sondern  auf  der  mit  einfachen  Zinsen;  respective  der 
Trennung  der  Zinse  von  den  Kapitalzahlungen  beruht,  die  nur  die 
Rabattirung  für  den  ersten  Zeitabschnitt,  also  einen  Grundsatz  in 
Anspruch  nimmt,  der  allgemein,  von  den  Vertheidigern  der  Leib- 
nitz’schen,  so  wie  der  Ho ffm ann’schen  Methode  unzweifelhaft 
anerkannt  ist,  und  der  dadurch  an  Gewicht  gewinnt,  weil  er  auf 
das  gleiche  Resultat  wie  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  führt 
und  daher  wie  diese  den  Ergebnissen  der  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  entgegen  tritt. 

Zugleich  findet  hierdurch  die  oben  ausgesprochene  Behaup- 
tung ihre  Bestätigung,  dass  die  richtige  Auflösung  eines  und 
desselben  Problems  zu  einem  und  demselben  Resul- 
tate führen  muss,  wenn  auch  die  zur  Auflösung  dienenden  Metho- 
den ganz  verschieden  sind. 

Um  den  Beweis  zu  vereinfachen  stellen  wir  die  Aufgabe  wie  fol»t. 

^ * 

Innerhalb  n Jahren  werden  je  am  Ende  der  Jahre  die  Sum- 
men Li,  La,  L^,  ....  Ln  gezahlt.  Wie  gross  ist  das  Kapital  K, 
welches  durch  diese  Summen  bei  dem  Zinsfuss  p abgetragen  wurde  ? 

Es  werden  auch  hier  die  oben  unter  No.  4—6,  §.  3.  aufgestell- 
ten Sätze  vorausgesetzt. 

Untersucht  man  hiernach  die  genannten  Summen,  so  ergibt 
.sich  wie  dort  leicht,  dass  die  Zahlung  eines  jeden  beliebigen  Jah- 
res einerseits  aus  einer  vorerst  noch  unbekannten,  aber  bestimm- 
ten Tilgungssumme  und  andererseits  aus  den  Zinsen  des 
Kapitalrestes,  oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Zinsen  der 

lilgungssumme  dieses  Jahres  und  denen  aller  nachfolgenden  Jahre 
besteht. 
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Bezeichnet  man  nun  die  in  diesen  Jahreszahlungen  enthalte- 
nen und  vorerst  noch  unbekannten  Tilgungssummen  durch  Ai , A^, 
A3,  A4,  — An,  so  erhält  man  folgende  Gleichungen: 


1) 


Li  ~ Al  -f  K.QfOp  = Ay  -|-  (Al  -f-  A^-i-A3 ....  An)0,0p , 
Z/2  = A^-i- (A2 A3 -i- A^-i- ....  An)0,0p, 

L3  =A3-\-(A3-^-A4-\-A3....An)0,0p, 

L4  ~A4-\-(A4-i-A^-\-AQ....An)0,0p, 


Ln—1  — An — 1 (^n — 1 T.^n)0,0^, 

Ln  —An-\-  An.0,Qp. 

Dless  sind  n Gleichungen  mit  n.  unbekannten  Grössen  Ai,  A^, 
A3, ....  An  und  man  hat  nun  diese  Grössen  zu  bestimmen.  Ihre 
Summe  gibt  das  gesuchte  Kapital  und  man  erhält  wie  oben: 


2) 


A.  — Al  4"  ^2  T T” 


Um  die  unbekannten  Grössen  zu  finden,  verfahren  wir  wie 
folgt:  Wir  gehen  von  der  letzten  Gleichung  aus,  die  nur  eine 

Unbekannte  hat,  bestimmen  sie;  gehen  von  dieser  zur  zweitletz- 
ten über,  bestimmen  diese ; gehen  von  dieser  zur  drittletzten  über, 
bestimmen  diese  und  so  fort,  bis  alle  einzelnen  Grössen  gefun- 
den sind.  Man  findet  dann  durch  eine  einfache  Umstellung  aus 

Ln=  An  + An.0,0p=  An.  1,0/?  : 

Ln 


An  = 


\,0p 


Aus 


Aus 


Ln-\  = An-\-\r  An-l.Q,0p  + An.Q,0p  = An-\.\,Qp  An.O.Op: 

L„_l—  An^Ofip 

1 — • 

\fip 

Ln-2  = An-^2.  + -^»-a.0,0/?  (^n— 1 + An)0,0p 

~An—2'  JjPp  ~t~  (An—l~l-  An)0y0p  : 


^ I/n~2 — (^n— 1 + An)  0,0p 

lö^ 


ti.  8.  w.  Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  bemerkt  man  bald  ein 
einfaches  Fortgangsgesetz,  welches  zu  folgender  Zusammenstellung 
führt: 


.4 

‘p 
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^n— 2“  ]^Q^  [i'n— 2 — (^«—1  + Ar^Qfip\  , 

-^n— 3 = YÖp  — (An^2  + An^l  + An)  0,0/?]  , 


An~~/t  — 


1 


1 0/?^^”“*”^'^”'“*'*'^^  -^n— Ä-f-2+'-'^n— l+'^n)0,0/?]j 


^1  — I Q^[^l  — (*^2  + ^3  4 ^4  + ••••  ^n)0,0/?]. 

Man  erkennt  aus  dieser  Darstellung,  dass  zur  Auffindung  sainmt 
lieber  Kapitalabtragungen  nur  die  Rabattirung  für  das  erste  Jabr 
erfordert  wird. 

Gesebeben  die  Zahlungsleistungen  samnit  Verzinsung  halb- 
jährlich, so  bleibt  der  schon  gezeigte  Entwicklungsgang  in  Kraft. 
Die  Zahl  der  Unbekannten  verdoppelt  sich  für  n Jahre.  Bezeich- 
net man  den  Dalbjahreszins  wie  früher  durch  \pz=zp^y  so  erhält 
man  folgende  Gleichungen: 

4)  = AiA-  (Al  + ^2  + -^3  + ••••  A^n)  OyOpi , 

+ (A^  + ^3  J*  -^^4  J-  ....  A^n)  0,0/?i  , 

L3  —A^  (^3  + ^4  J-  Aq  ~j- ....  A2Ti)0fipi , 


L^n~\  — ^2n— 1 -f-  (^2n— 1 ^2«)0,0/?l  , 

li2n  — A^n  "I"  A^n  • 0,0/?^  , 

unter  der  Bedingung,  dass 

5)  K~  Al  A^  ^3  An , . . . . A2n 

ist.  Die  einzelnen  Kapitalabtragungen  bestimmen  sich  durch  fol- 
gende Gleichungen : 


I 

f 

! » 
‘ 4 

I 


! 

i 

i 


I 


iJ2«-2=  j~Q~  [l>2n-2  — + y^ira)  0,0/y,  ] 

^2n— 3 = iH [^2n— 3 — (^2rt— 2 + 1 J A2n)  0,0/>|  j 

lyVpi 

-J2n-A=  i |X2n-A — (A2n~hi  \-\^  A2n-h-{'Z  -A2n)0fip^  j 


A\  — 1 — (^2  J"  -^3  E A^'  ^ . . . A2n)  0,0/>  J ] 


t 


I 


i 


/ 


t 


ln  den  vorstehenden  Darstellungen  sind  alle  gedenkbaren  Fälle 
enthalten,  auch  die,  wenn  in  einzelnen  Zeitfristen  keine  Kapital- 
abtragungen Vorkommen  sollten.  8ie  fallen  dann  aus  und  man 
hat  einfach  sie  durch  0 zu  ersetzen. 


Will  man  nun  nach  dieser  Methode  einzelne  Fälle  berechnen, 
so  hat  diess  keine  Schwierigkeit.  Man  wird  finden , dass  die  aus 
ihnen  folgenden  Resultate  genau  mit  den  in  §.3.  aufgestellten  Sätzen 
^ übereinstimmen.  Späterhin  werden  wir  hierauf  zurückkommen. 

Die  in  No.  3)  und  6)  angegebene  Rechnungsart  ist  eine  zurück- 
i laufende,  denn  man  muss  von  der  Auffindung  einer  unbekannten 

' Grosse  zu  der  folgenden  übergehen  und  desshalb  in  der  Ausfüh- 

rung etwas  mühevoll  und  umständlich.  Sie  lässt  sich  aber  durch 
* Substitution  früherer  Werthe  in  eine  unabhängige  verwandeln. 

. Hierzu  bedarf  man  folgender  Reductionsformel : 

wenn  p ist. 

Setzt  man  nun  zu  deiTi  Ende  den  Werth  für  An  in  No.  3)  aus 
der  ersten  Gleichung  in  die  zweite,  so  entsteht: 

t>^  4 1 /r  Z>n.0,0/?  Ln—\  0,0/7 

Eben  so  erhält  man  durch  Substitution  von  An-\  und  An  in  die 
dritte : 

3 


\ 


I 


I 
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/f„_2=  l^O.Op 

hOp  ^ l,Op^  1,0/) 

Nun  ist  nach  No.  7): 

_ i-0,0,, 

^ 0,0|)  1.0„  I a„2  ’ 


0,0/) 


1,0/) 


1,0/)' 


also : 


^„_2=  [L„_2  _ _ Xn.  0,0/)  U-^Sip. 

1,0/)  L lOp  ^ 1,0p  1,0/)-^  I,0/>  J 


oder 


■^«—2  — 


l^n-2  Xrt_i . 0,0/?  L„ , 0,0/? 


1,0/?  i,0/?2  l,0/?3  • 

Durch  Substitution  von  J„_2,  A-i,  J„  aus  No.  9),  8)  und  3)  in 
die  vierte  Gleichung  entsteht: 

4 ^ r r -i^ß-2 . 0,0/?  Z/rt-i . 0,0/?^ , Ln  * 0,0/?^ 

IJ/r  +-Tö,-^-+-r;op= 

L„_]  .0,0/)  L„.0^/)2 

1,0/)  + l,0/)2 

//».0,0/). 

“ 1,0/)  J- 

Werden  nun  die  Glieder  der  letzten  Vertikalreihe  nach  No.  7) 
behandelt,  so  ist: 

• 0>0p  Ln  • 0,0/)^  ^ Ln  .0,0p^ Ln  . 0,0p 

1,0/)  l,0/)2  + |,0/)3  — 

+ L„ . 0,0/)2 . * fc' = __ ^ L^.O.Op  _ L„.0,0/)  . 

0,0/)  1,0/)  ^ 1,0/)  l,0/)3 

Xn  . 0,0^ 

l,Ö/?3 

Ebenso  ist  nie  vorhin  für  die  Glieder  der  vorletzten  V’ertikalreihe: 

-ttn— 1 . 0,0/?  ^ l>n— 1.0,0/?^ i'/i— 1.0,0/? 

I Citn  ■ 1 J rk  o ' 


1,0/) 


1,0p 


l,0/)2 


Hierdurch  entsteht,  wenn  eingeführt  und;mit  j-^  multiplicirt  wird: 

ln^  A ^"-3  Ln-2.0,0p  ljn-l.0,0p  Ln.0,0v 

lU)  An-,  - , 0^  j^-3 

Ferner  wird  durch  Substitution  aus  10),  9),  8): 


i 1^ 


I 
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1 j-  l>n-3 . 0,0p  Ln— 2 . 0,0/)^  L«-l . 0,O/)‘^  iy«  . 0,0/)''^ 

A_4=n^/)L^-n-4-  r,0/)  l,0/)2  “ ''^~r,0/)3  ^ l,0/)4 


\ 


Ln-2. 0,0/)  L„-l . 0,0/)2  Ln  • 0,0/)^ 

1,0/)  l,0/.»2  1,0/)^ 

L,  _1 . 0,0/)  Ln  . 0,0/)2 

~ "“üv^  +'TÖ/72” 


]• 


* J 

I 


Ln^^p 

“ w 

Die  letzte  \ ertikalreihe  gibt  nach  No.  7): 

Ln.Q,0p  . r n n 2 1 ^ an 

1,0p  + ^^''  0.0/>  (^1  + 10;, 3 + 1,0/, 4j-  “ l,0/)-^’’‘*^' 

,J  nn  ^IjO/?“*— l,0/)-^_  Ln-0,0p\Ln-0,0p  L„.0,0p  Ln-0,0p 

Die  Summen  der  vorhergehenden  Vertikalreihen  sind  .«chon  oben 
angegeben  worden  Demnach  erhält  man  : 

II) 

j Ln~n  Ln— , -0,0p  Ln— 2,0,0p  Ln— l ,0,0p  Ln  ,0,0p 

1,0p  l,0/)2  l,0/)3  1,0/)^  ~ 1,0/)® 

Die  Vergleichung  von  No.  8) — II)  zeigt,  dass  der  Calcul  einen 
festen  Gang  gewinnt,  woraus  sich  das  Fortgangsgesetz  leicht  er- 
kennen lässt.  Es  ergibt  sich  daher  zur  Bestimmung  säinnitlicher 
Unbekannten  folgende  Zusammenstellung: 


L^ 

0,0/?  7^2 

0.0p 

0,0/)  L4 

0,0pL„-i 

0,0pL„ 

~ 1,0p 

1 ,0/)2 

~ l,0/)3 

l,0/)4  •• 

l,0/)"-i 

1,0/)« 

L., 

0,0/)Z>3 

0,0pLj^ 

0,0/)/yn-l 

0,0/)Ln 

' 1,0/) 

l,0/)2 

1.0/)S 

1,0/?«“^ 

l,0/)«-i 

L, 

0,0pL^ 

0,0/)X,„_i 

0,0/)L„ 

1,0/) 

l,0/)2  • 

l,0/)«-3 

1,0/)« -2 

- 

?4 

0,0/)L„_i 

0,0/)L„ 

1,0/)  •••• 

1,0/?^*“^ 

I,0/?”“3 

0,OpLn-2 

• « • • • 

0,0/)L„_i 

• • 
0,0/) 

o 

1,0/) 

l,0/)2 

1 ,0/)3 

l,0/)4 

‘2  = 

Ln^2 

0,0p  L„-i 

0,0pL„ 

1,0p 

l,0/)2 

• l,0/)3 

1 

7>m-1 

0,0pL„ 

— 

1,0/) 

l,0/)2 

. An  = 


Ln 

1,0/) 


3* 


f 


■<1 


f j 


■‘4 
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Zählt  n.an  nun  sänimtliche  Vertikalreiher,  in  I\o.  12)  nach  dem  in 
1 o.  7)  angepbenen  Gesetze  zusammen,  so  ergibt  sich  als  Sum- 
rnenwerth  sammtlicher  Unbekannten  oder  als  geeen«  ärtisjer  Werth 
aller  Zahlungsleistungen  (/,»)  Folgendes: 

^ -f-  - I2  -f-  ^3  -J-  . I4  . . . . 

~i,0p  i,0/>  +1:0^ 


1.0;, 

Ln- 


0,0p  1,0p  I,0p+I,üpn-1 

fe-  0,0p . Ln-.  Lfci^K0p-+.  L,-. 

0,üp  1,0p  1,0p  ^ 

~o,op/.4 

i^p  - O-OpLa 
1,0p 

Durch  den  Wegfall  derselben  positiven  und  negativen  Glieder  und 

in  Rücksicht  auf  ^o.  12)  ist  der  gegemvärtige  Werth  sämintlicher 
Zdhlung$leistung<>n : 

13) 


_i^4 

^4  Ld^ 

0,0p 

1,0p 

1,0;?  ^ 

l,0p-i_l,0p-3  . 



-^3  : , 

0,0p 

1,0p 

IjO/?  1,0;?^ 

1,0p-»  — l,0p-2 

^2  , 

0,0p 

l,0;.r 

LOp  + i,0p2 

Lx 

1,0p 

R 


^2  f *'^3  + ^4  + ....  -I-  , 


+ — ^ 4.  -^3  , 

V ■ n o r I Pk  't' 


+ . . . . 


Ijji 


= h-,J^  ___ 

1,0p  ^ lOp^  ^ l,0p3  + I,0p4  • ••••  1^, 

Dress  ist  ein  zweiter,  auf  anderer  Basis  ruhender  Beweis  des 

oben  aufgestellten  Lehrsatzes.  No.  13)  fällt  mit  No  9)  6 3 7,, 
sammen. 

Behandelt  man  nun  auf  ganz  gleiche  Weise  die  Darstellung 
IAO,  b),  so  wird  man  zu  folgendem  Uesulfate  geführt: 

-f  + -^3  + ••••  ^^2n  = AT 


J I ^3  I 

r I A « T 1 n--  9 ~T  i ÄT  A + .... 


hO/jj  ^ lOp,^  ^ 1,0/7, 3 + lö^ 

was  mit  No.  19),  §. -j.  übereinstimmt. 


^2;i 
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Die  hier,  wie  im  ersten  Beweise,  gemachten  Schlüsse  gehen 
von  der  Voraussetzung  aus,  dass  jede  der  Summen  Lj , L^, 

....Ln  eine  Tilgungssumme  und  die  Zinse  vom  Schuldrest  enthält, 
also  grö.sser  ist,  als  die  Zinse  des  Schuldrestes.  Diese  Beschrän- 
kung ist  aber  nicht  nüthig.  Die  einzelne  Summe  kann  auch  bloss 
die  Zinse  des  Schuldrestes  oder  auch  weniger  enthalten.  Ini 
er.sten  Falle  ergibt  sich  keine  Tilgung,  oder  das  zugehörige  geht 
in  0 über.  Im  zweiten  halle  entsteht  ein  negativer  Werth.  Die- 
ser muss,  wenn  man  No.  3)  des  zweiten  Beweises  anwendet,  als 
(luthaben  des  Gläubigers  betrachtet,  ihm  gut  geschrieben  und  in 
seinem  Interesse  behandelt  werden.  Im  Calcul  sind  aber,  da  er 
allgemein  ist,  diese  Fälle  schon  vorgesehen.  Welcher  IVlethode 
man  sich  nun  bedienen  mag,  immer  wird  man  das  gleiche  Resul- 
tat finden. 


« 5. 


Neue  Methode,  den  gegenwärtigen  Werth  künftig  fäl- 
liger Summen  durch  Rechnung  mit  einfachei|  Zinsen 

zu  bestimmen. 

Die  Darstellung  No.  3)  und  6),  §.  4.  gibt  eine  neue  Methode, 
den  Werth  künftiger  Kapitalzahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück- 
zuführen,  und  zwar,  wie  man  .sieht,  durch  einfache  Z ins  rech - 
, ^ nung,  also  mit  Ausschluss  der  Zinszinsrechnung,  deren  Anwen- 
j düng  so  vielen  Anstoss  und  Widerspruch  erregt  hat.  Sie  besteht 
I in  Folgendem,  wie  sich  vorerst  aus  No.  3)  ergibt. 

j 1)  Man  rabattire  die  Kapitalzahlung  des  letzten  Jahrs,  mit  der 

! man  zu  beginnen  hat,  mit  einjährigen  Zinsen.  Der  hiedurch 
erhaltene  Betrag  ist  die  Tilgungssiimme  des  letzten  Jahres  A„. 
denn  die  letzte  Zahlungsleistung  enthält  die  letzte  Tilgungssumme 
und  deren  Zins.  Man  bemerke  diese  Summe. 

i 2)  Hierauf  berechne  man  den  Jahreszins  der  letzten  Tilgungs- 

1 summe  .Jn.0,0p,  ziehe  ihn  von  der  Zahlung  des  zweitletzten  Jah- 
• res  L„-i  ah  (denn  in  dieser  sind  die  Zinse  der  zwei  letzten 
Jahre  enthalten)  und  rabattire  nun  den  Rest  mit  den  Jahreszinsen. 
Diess  gibt  die  Tilgungssumme  des  zweitletzten  Jahrs  A„-i:  !Man 
bemerke  diese  Summe. 

, .3)  Hierauf  berechne  man  den  Jahreszins  der  zwei  letzten  Til- 

gungssumnien  4 A„)0,0p,  ziehe  ihn  von  der  Zahlung  des 

drittletzten  Jahres  L„--2  ab  (denn  in  dieser  sind  die  Zinse  der 
drei  letzten  Jahre  enthalten)  und  rabattire  dann  den  Rest  mit  den 
, Jahreszinsen.  Diess  gibt  die  Tilgungssumme  des  drittletzten  Jah- 
I res  An-‘i.  Man  bemerke  diese  Summe. 


— 3^  — 

fralirt  iiiaii  auf  diese  Weise  fort  nach  Vorschrift  von  No.  3) 
und  berechnet  allmSli-  sän.n, fliehe  Til^sungssu.nmen , so  hat  n.an 
den  gesud,ten  Kapitalwerth  ^o.  2),  §.  4.,  und  zwar  durch  ein- 
lache  Zinsrechnung. 

Die- in  den.  Vorher^ehefiden  vorgeti  agenen  Sätze  sollen  nun 
an  einem  heispiel  veideiitlicht  werden. 

^=^50,  ]‘250,  1200,  1150, 
1100,  lÜoO  sind  der  Reihe  nach  am  Ende  der  zehn  fol- 
genden Jahre  fällig.  Wie  gross  ist  ihr  gegenwärtiger 
Werth  hei  5 1‘rocent  Zinsen? 

Die  Antwort  hierauf  ist  sehr  einfach,  denn  man  sieht  leicht, 
dass  die  angegebenen  Summen  nichts  andere^  sind,  als  die  Heim- 
zahlung eines  Kapitals  von  10000  (und  deswegen  ist  auch  die  Auf- 
gabe in  (heser  einfachen  Form  gewählt),  wenn  jährlich  .1000  vom 
Kapital  abgetragen  und  ausserdem  die  Zinse  vom  Schuldrest  zu 
o Proc.  gezahlt  werden.  Man  weiss,  auf  welches  Resultat  die 
anzuvvender.de  Methode  führen  muss,  und  diess  gibt  ein  Merk- 
mal  tör  inre  Riclitiiikeit. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zur  Bestim- 
mung des  gegenwärtigen  Werthes  obiger  Summen  an,  so  erhält 
man  nach  No.  9)  3.,  indem  man  p = 5,  ?i  = 1,  2,  3,....  10  und 

2>  ^3 ^10  tl'P  entsprechenden  VVerthe  setzt: 

1£^  . iiOO  1300  1250  ]O00 

1,05  ^ 1,03-^  1,053  + 1,054  + 1,055  + W W 

, 1150  . 1100  . 1050 
1,03»  + 1,05«  ^ 1,05»« 

= 1 500. 0,93238095 -M450. 0,9070295  + 1400.0,8638376 
' + 1330.0,8227025  + 1300.0,^262  + 1250.0,7462154 

1 1200.0.7106183  + 11.50.0,6768394  + 1100.0,6446089 

I 1030.0,6139133 
= 1428,371  4285 
131.5,1927931 
1209,3726386 
1110,6483412 
1018,5840158 
932, 769  2462 
832,8175960 
778, 365  2663 
709,0698076 
644,6089167 
9999, 999  999 


f 


I 

V , 

r. 


I 


Demnach  ist : 


K = 9999,99999 . . . . = 10000. 

üie  Bechnuug  mit  einfachen  Zinsen  gibt  dagegen,  wenn  man  die 
entsprechenden  VVerthe  einfübrt: 

_ 1500  1450  1400  1350  1300 . 1250 . 1200 . 1150 , 1100  , 1050 

~ 1,05  + 1,10  + 1,15 + 1,20  + 1,25 + 1,30  ■^1,35 '*'1,40  ■*'1,43+  1,50 

= 1428,571 428571 
1318,181818181 
1217,391  304347 

1125.000000000 

1040.000000000 
961,384615384 
888,888888888 
821,428371428 
758,620689655 

700.000000000 

10^9,167316454 

also 

R = 10259,467316454 

und  folglich  mehr  als  der  wahre  Werth  beträgt. 

Behandelt  man  die  vorstehende  Aufgabe  nach  der  in  diesem 
Paragraphen  angegebenen  Methode,  so  erhält  man  aus  der  letz- 
ten Jahreszahlung  die  Tilgungssumme  nach  No.  3),  §.  4.: 

*®~l,0/^~  1,05” 

Der  Zins  iiievon  beträgt  1000.0,05  = 50.  Die  Tilgungssumme  des 
neunten  Jahrs  berechnet  sich  nach  dem  Abzug  dieses  Zinsbetrags  so  : 

~ ri^  ~ 1000- 

Der  Zins  der  beiden  letzten  Zahlungen  beträgt  2000.0,05=100. 
Es  ist  daher : 


E^henso  erhält  man : 


I 


(^a  + ^J+^l,o)0,0«l  — 1^2?Z:'^^_iO,05_1050 

1,05  -■ TÖ5  = '^^ 


1,05 


= 


1 ,0/>f^6  - (^r + Jg +.. . jj  o)0,0/;l =^-^^2zi^000 . (^_  1 050 

1.05  1,05 


1.05  1,05 


j i 

1,05 


1350  - 0000 . 0,05  1050 
1.05  ~i^ 


= 100C 


1.0//^3~(-^4+^a4-...J.JO.O»1-li2^000-0.05  1050  _ 

1.05  ~i:Ö5  = ‘00fl 


1,05  ~i:Ö5="^00fl 


1 

~ i^l^^^~(‘'^-2+‘^3-h  --Ao)0ßp]=l^-^99^0^_l050 

1.05  1,05 

Jede  Jahreszahlunff  »ibt  t:i^ 

Anlage  der  vorgelegten  Aufgabe  vfr'jangrTl!«nh^'\ 
des  abgetragenen  Kapitals  ^ olglicb  ist  der  Werth 

^ = 10000. 

Llie  hier  initgetheilte  Methode  führt  aUn  o r ■ 

(lern  Wege,  als  die  Itechnung  mit  /inse  • " 

Ro-,„I.at  wie  jene.  Oie  RechLn,  „U,  ;.iXZ'  z'"  '‘""'r"''”' 
gegen  einen  andern  und  o-r-cc  ^ 'ifachen  Zinsen  gibt  da 

die  nän, liehen  Snn.nien.  Leirerfru7ffl'®'''l  «' 

'»tefit  im  Widerspruch  mif  dr-m  H >u  • falsch  und 

massig  aufgefiindenen  Resultate.*^ ^ andere  Methoden  gleich 

Satzes  an  den  hdden'^alJr^T^^^r'^  ^ ®“^Sestellten  Lehr 

-isen,  J::  man  "n  [fern 'Gu^rh'^d"*'^ 
den  Stand  desselben  Jahr  lür  Jahr  IJrfnlsT  ausgeht, 

gen  des  Schuldners  in  Rehr  i • Zahlungsleistun- 

SnhnW  n„,  Ende  de,  Lh„7„  ,I  d- 

getilgt  i.,t,  feststelit.  ..sichern  sie  offenbar 

eh"l"f  dlXeltV”  T ^'-.-.'-hnnng  „nd  die 

.lene  S„n,„,e  folgende  Rech^Lrh^f  ptf zL's'''““''  ' 


I ■ 

'7 

I 
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Der  Ciläubiger  gibt  gegenwärtig lOOOO 

Hiezu  kommen  die  Zinse  des  ersten  Jahres 500 

10500 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  ersten  Jahres 1500 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres  . , . . . 7 9000 
Hiezu  die  Zinse  des  zweiten  Jahres 450 

94^ 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  zweiten  Jahres  ....  1450 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres  ....  8Ö0Ö 
Hiezu  die  Zinse  des  dritten  Jahres 400 

u-  I. 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab 1400 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  (Fritten  Jahres  ....  .^"*"T"?000 
Hiezu  die  Zinse  des  vierten  Jahres 350 

».  . 73^ 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab 1350 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres  ....  6000 

Hiezu  die  Zinse  des  füiiFten  Jahres 300 

u-  ..  Ö3ÖÖ 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ah 1300 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  fünften  Jahres  ....  5000 

Hiezu  die  Zinse  des  sechsten  Jahres 050 

5^0 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ah 1w>jjq 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres  . , . , 4000 

Hiezu  die  Zinse  des  siebenten  Jahres 200 

~ 42ÖÖ 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab 1200 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  . . . .“7*3000 
Hiezu  die  Zinse  des  achten  Jahres J50 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab -1150 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres  ....  ’^OOO 
Hierzu  die  Zinse  des  neunten  Jahres lOo 

2100 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab HOO 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres  . . . . , j qqO 
Hiezu  die  Zinse  des  zehnten  Jahres 50 

rj.  , J.  r,  . I . 1050 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab 1050 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres  ....  ."*7  0000 

Man  sieht,  dass  hiernach  die  Forderung  des  Gläubigers  durch 
Jie  Zahlungen  des  Schuldners  vollständig  befriedigt  ist. 


r 
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Für  den  durch  die  Rechnung  mit  einfacher.  Zinsen  aufgefun- 
denen Werth  ergibt  sich  folgende ,Priifung: 


Rer  Gläubiger  gibt  gegenwärtig 

Hiezu  Zins  des  ersten  Jahres 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres  . 
Hiezu  Zins  des  zweiten  Jahres 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres 
Hiezu  Zins  des  dritten  Jahres  .... 

• • ♦ • 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres 
Hiezu  Zins  des  vierten  Jahres 

* • • • « 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres 

Hiezu  Zins  des  fünften  Jahres 

• • • • * 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 
. Stand  der  Schuld  am  Ende  des  fünften  Jahres  . 
Hiezu  Zins  des  sechsten  Jahres  

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab  . . 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres 
Hiezu  Zins  des  siebenten  Jahres 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  . 
Hiezu  Zins  des  achten  Jahres  

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab  ..... 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres 
Hiezu  Zins  des  neunten  Jahres  

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres 
Hiezu  Zins  des  zehnten  Jahres 

• ♦ ♦ • # 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres 


. 10259,4673 
. 512,9734 

10772,4407 
. 1500 
. 9272,4407 
. 46:5,6220 

' 9736,06^ 

. 1450 
. 82S6,0627 
. 414,3031 

" 8700,3658 
. 1400 
. 7300,3658 

■ 365,01^ 
7665,3841 

. 1350 

■ 6315,3841 

315,76^ 

6631,1533 

1300 

5:531,15:33 

266,5577 

~5597;7iTÖ 

1250 

4:547,7110 

217,:5856 

4565.0966 
1200 

3365.0966 
_J68,2548 

3533.3514 
1150 

2383.3514 
119,1676 

2502,5190 


. 1100 
. 1402,5190 

: 704260 

1472,6450 
. 1050 
. 422.6450 


43 


ii 

i: 

i! 

Hiernach  ergibt  ^ich  noch  ein  Schuldret»t  von  422,045,  wel- 
chen der  Gläubiger  zu  fordern  hat.  Der  Schuldner  bat  daher  i^u 
Laufe  der  Zeit  zu  wenig  gezahlt  oder  der  Gläubiger  hat  mehr 
gezahlt,  als  er  zahlen  sollte.  Es  tritt  die  Unrichtigkeit  der  Rech-  i 

nung  mit  eintachen  Zinsen  ganz  klar  hervor  und  bestätigt  hiedurch  ' 

die  Richtigkeit  des  oben  aufgestellten  Lehrsatzes  und  zugleich  der 
in  diesem  Paragraphen  mitgetheilten  Rechnungsmethode,  so  wie 
der  Rechnung  mit  Zinseszinsen.  Wären  derartige,  allerdings  etwas 
zeitraubende  Untersuchungen  angestellt  worden,  so  wäre  man  schon 
längst  über  die  oben  angeregte  Streitfrage  in's  Klare  gekommen. 


§.  f). 

Lehrsatz  W4rd  von  einer  Person  A (Gläubiger) 
eine  Summe  K an  eine  andere  ß (Schuldner)  zur  Be- 
nutzung gegeben,  werden  von  der  letztem  die  Gegen- 
zahlungen ' 

> 7/j  , L‘^,  ....  Liif  Ln-\-l}  Lri-\-2  Lg 

am  Ende  von  q auf  einander  folgenden  Zeitabschnit- 
ten (Jahresfristen  gewöhnlich)  gemacht,  und  soll  der 
Stand  der  gegenseitigen  Forderungen  nach  n Jahren 
(also  in  der  Zukunft)  ermittelt  werden,  so  erhält  man 
ein  richtiges  Resultat,  wenn  man  mit  Zinseszinsen, 
und  ein  unrichtiges,  zu  kleines  Resultat,  wenn  man  mit 
einfachen  Zinsen  rechnet 


Erster^  Beweis. 

Die  Beweisführung  ruht  ganz  auf  den  in  §.  3.  aufgestellten 
Grundsätzen.  Es  handelt  sich  hier  wie  dort  um  Forderung  und 
Gegenleistungen,  um  Abgabe  eines  Kapitals  vom  Gläubiger  und 
um  künftige  Gegenleistungen  des  Schuldners.  Letztere  müssen 
hier  wie  dort  aus  Kapitalabtragungen  mul  den  jeweils  fälligen 
Zinsen  des  Schuldrestes  bestellen.  Scheidet  man  auch  hier  beide 
und  nennt  die  entsprechenden  Kapitalabtragungen  der  Reihe  nach 

•^1  j ■^2»  An-\-i , 4«^ 2, . . . . 4^,.deren  Grösse  ganz  belie- 

big ist,  und  die  so  gar  nicht  gekannt  zu  sein  brauchen,  da  es 
sich  nicht  um  ihre  Ermittelung  handelt,  so  treten  auch  hier  die 
gleichen  Bedingungen  wie  früher  auf  und  es  muss  ausser  der 
eben  genannten  Bestimmung  die  Summe  sämmtlicber  Kapital- 
abtragungen dem  dargeliehenen  Kapital  gleich  kommen. 
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Hiernach  lässt  sich  Jie  vorliegenile  Aufgabe  in  foleemler  die 
Auflusung  erleichternder  Weise  darstellen.  ’ 

eeliehln  nn“!l" rl'''  «'»“l^'Ser)  zu  p Procent  aus- 

Ser  tihe  nt:  L treV“"  ^ ^^«1.1,  das., 

A|,  r<2,  Aj,  A^,  Anf-l,  An-^2 Ag 

dIe“ßMite!"zt!  abgatragen  und  an.s,erdeni 

e lalligen  Zinse  vom  Schuldrest  gezahlt  werden. 

Welches  ist  der  Stand  der  Schuld  nach  n Jahren,  wenn 

a.  mit  Zinseszinsen, 

b.  mit  einfachen  Zinsen 

gerechnet  wird? 

Wan  hat  hieraus  im  Einklang  mit  §.  3.  Folgendes. 

Die  Grösse  der  Schuld  ist: 

Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  wten  Jahres  aus  No.  1): 

2)  Sz=K-Ai  — A^-A^....~An  = Au+i  + A„+2  + ....  A,. 

berner  gelten  nach  dem  Gesagten  (vergl.  hiemit  No.  3),  $.  3 ) fol- 
gende  Gleichungen:  ^ ' 

3)  Li^Ai  Ä . 0,0p 

^2—  -^2  + — Ai)0,0p 

i-3  = ^3  + ( A’-  /<,  - J2)  0,0/^ 

^4  = ^4  f ( A:  - /i,  — Ja  — 4)  0,0p 


L„-A„  + (K~Ai-A^—A^-....  An-i) 0,0p 

Geebnet  man  nun  niit  Zinseszinsen,  so  beträgt  das  Guthaben 
des  Gläubigers  nach  n Jahren  : 

F=KA,0p-. 

Schulduera,  „eiche  aätniutlich  erat 
an,  End.  der  ,n  die  Zahlungaperio.le  fallenden  Jahr,  fällig  „ erden 
haben  nach  n Jahren  folgenden  Werth : ^ ’ 


6'  = L, . . l,0/?"-i  + A .0,0/^.  I.0p«-i 

La.  l,0;?«-2= ^2. + j,)0,ü/>.  l,(^«-2 

L3 . l,0/?"-3= {K—  Aj  — A^0,0p  A,0p”-^ 


Ln— 1.1,0p  =An—i.l.0f)  A-(F — Al — A^ — ....  — An-^0,0p.\,0p 
—An  +(A^ — Al  — J2~-—~  Jn— 2— Jfi— 1)0,0/> 

Durch  Auflösung  der  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  erhält  man  : 

6)‘ 

G=Li.  l,0p»-^  + L2 . 1,0p”-^  + L3 . 1,0p"-3 . . . . + L„-i . 1 ,0p  4 L„ 

= Al . + Ä’.  0,0p . 1,0/7"“^ 

4 ^2 . 1 ,0;;”-2  4 A:  . 0,0;? . l,0;>"-2  - Ai . 0,0p . l,0/?«-2 
4 J3 . 1 ,0p«-3  J A'.O.O/?. l.0;?«-3-  Al  0,0p  1 .0/?»-3-  A^iWp . 1 ,0/?"-3 

4 An—i . 1 ,0p  4 K.0,0p . 1,0;?  — /ii . 0,0;? . 1,0;?  — .42-0,0;? . 1,0;? 

....  — An-i . 0,0;? . 1,0;? 

4Jn  4A.O.O;?  -aJ,.0,0;?  —A^.OJOp 

••••  An — 2 • 0,0;? — z4fi — 1 . 0,0p. 

Die  Ausdrücke  derselben  Vertikalreihe  auf  der  rechten  Seite  von 
der  zweiten  an  lassen  sich  auf  folgende  W eise  summiren: 

7)  J7. 1,0;?'^  4 M.  EOp'^+i  4 Ji. l,0p»-+2  4 ...  M,  1,0;?» 

_ l,0p‘4i  - l,0pr 

0,0,1  — 

Geschieht  diess,  so  erhält  man  aus  No.  6),  wenn  man  statt  t und 
r die  entsprechenden  Werthe  setzt: 

G=Li.  l,0p"-i  4 L2 . l,0p«-2  4 L3 . 1 ,0;?"-3 - ...  Ln-i . 1,0p  4 L„ 

= Ji-EOp^-i  kJa-ljOp"-*  4J3  l,0p»-3  4.... 4n_i . 1,0p 4 4„ 

I n.i„  *’0p"-l  , nn  l,Qp»-l-l  ^ l,0??»-2-| 

4 K . 0,0p . Q Al . 0,0p . Q — J2 . 0,0p . . 

a nn  1,0p* -1  ^ l,0p-l 

-An-i.0,0p.  -An-1.0,0p.-^^  . 


— 4«  — 

«Iler  iverm  gehörig  melliplieirt  „,,d  rediieirt  » ird ; 

O = /.. . 1 ,0p.-.  + £, . I,Op,-e  + , I Ln-ul,0pi  U 

+ ,43 . 1 ,0/,-e ....  A-. . 1 ,0;,  + A 

+ Ä.  1.0/)"  - K 

- ,4, . 1 ,0/)-.  - .4, . 1 ,0/)»  -»-.4, . 1,0/,"-=....  _ .4._^ . , 

^ +^2  +„4,  4-4 


^n—t 


nLht  jle;:  ■!- Schuld, ,ere 

8)  ®=i|  '.»/'”-'+Ae  J,0/)-Hi3.1,0,,"-3+....i„_,.|,Op4.i„ 

. = 1,0/)"-  Ä + .4.  4-  rl,  + .1,  + ....  + .4„ 

Werth' der  z'.h'r  t-"'.“'’"''  “’f  ‘^'*“'"8"*  “"<1  i"  «"•  8)  der 
»ten  latl  " •)=."  Schuldnern  auf  das  Ende  de.» 

«teu  .lahree  augegehen.  W erde.,  die.ne  ..dt  eiua.ider  verglieheu 

ao  erg,hf  n.ch  aun  .hreu,  ünlernchied  der  Stand  der  Schuld  aü;- 
dteneu  Ze..,,uulrt.  Diener  ergibt  eich  nofert  au.n  N„.  4)  .,nS  N„.  8): 

S=F-  6’=*'.l,0/,"-(£, . 1,0/,»-.  +i,.  l,0/)»-H....£.-.  l,0/)+£,) 
= A.1,0/)”  — (4.1,0/)» _Af  f /I,  4 dj  + ,4, .... ,4a) 

oder 


5= /ir.i  ,0/4-l,  j 1 ,0^^ 

~K~A^-A^~A^~A^....~An  = A„+,  -|-  g4„+2  + A„^,  + .... 

Werden  die  Zahlungsleistungen  vom  Schuldner  halhiährlich 
gemacht  und  geschieht  die  A erzinsung  auch  halbjährlich  L = p 
so  ändert  diess  in  der  Anlage  und  dem  Ent«  icklungsgange  ^ichti’ 
s entsteht  dann  die  doppelte  Zahl  der  Zahlungs- Leistungen 

""j  ^«P^-'^Zahl  der 

* 2»  .a'127,  tind  man  hat; 


und 


^—A,  + ^3-  - -lin-h  A2„^1....  A2, 


) 'S  ÄT  Jj  ./4jj  Ag....  A„ — ^2n  i A2n-f-l  ^ ....A2g. 

Es  gelten  dann  folgende  Gleichungen: 
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= Aj-l-  A.0,0pi 

= J^-h(A-A,)0,0p, 

= A3-I-(A-Aj-A!i)0,0p, 

— ,^4  + — ^2  — ^a)^0pi 


l‘2n  — A2n  + (A  — Aj  — A2  — 4^3  ....  — /42n— 1 ) 0,0y>] 

Das  Guthaben  <les  Gläubigers  ist  dann  nach  ti  Jahren: 

13)  F=AM,0/r,2n; 

die  Zahlungsleistungen  des  Schuldners  haben  nach  ?>  Jahren  fo|. 
genden  W’erth : 

14)  G = 

f« 

= J, . l,0/?,2"-»  -f  A .0,0/4, 

A2.1,0/>,2"-2=  ^2-  l,0/>,2«-2  + (A  - aj,)0,0/),  . L0;j,2n-2 

)L3.L0;4,2n-3=J3.1,0/>2D-3  -|-(A  — - ^2)0,0/?,  . 1,0/4, 2«~3 


E^n— 1 • L0/>,  — A2n-1-  1,0/?,  -f-(A~Aj — A2 — Ag.... — aJsn— 2)0,0/?,  .1,0/?, 

A271  = A2n  +(A  — Aj — A^—Ag....  — zJ2/i— 1)  0,0/?, 

Werden  nun  die  Glieder  dieser  Darstellung  gehörig  geordnet,  die 
zusammengehör/gen  Vertikalreihen  nach  No.  7)  summirt,  werden 
dann  die  weiter  nöthigen  Heducfionen  gemacht,  so  ergibt  sich  für 
den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ??ten  Jahres: 

15) 

S=zK.l  ,0pi  2"  — ,0/?,  2n-l  - 7.2 . 1 ,0/?,  2»-2  — Lg  . 1 ,0/?,  2n-3 

• • . • L2n-~1 . 1 jO/?,  — 7/2/1 

— A — Al  — A^ — Ag  ....  — A2j)  = A2n+1  + A2n-f-2-...  A.iq, 
was  mit  9)  überein.stimmt. 

Die  in  No.  9)  und  No.  15)  gefundenen  Resultate  stimmen  mit 
den  obenaufgestellten  Prämissen  No.  2)  und  No.  11)  überein,  und 
somit  ist  der  erste  Theil  des  obigen  Lehrsatzes  bewiesen. 

Rechnet  man,  um  auch  den  zweiten  Theil  zu  beweisen,  mit 
einfachen  Zinsen  und  schreibt  der  Kürze  und  Hequemlichkeit 

p 

wegen  0,0/?=  = r,  so  beträgt  das  Guthaben  des  Gläubigers 

nach  n Jahren: 
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1 


,1 

•i 

1 

4 


“ ÄÄ.'."»-:“.“  ;t;  “ “r  “t 

»prechen,len  Werthe  eingeführt  »erden;  ' 

17)  «.=£.(l+(n-I)r)=^.(|+(„_j,„+A-.r(l+(„_))e,, 

t,(l  +(»-3)r)=^,(|  +(„_3„ 


= ^.+(AT-  A,  ~A,-A, ....- 

Durch  AulHisung  der  Klammern  anf  der  rechten  Seite  entsteht; 

-^‘('+(’>~i»+^0+(n-2)r)+A,(l-Kn-3)r)...A,^ia+rHA„ 

+ A>(I  -f  n — J)r) 

+ ^r(l  + (n~‘2)r)~Air(l  + (n-.2)r) 

+ Ar(l  + (n  — 3)r)  - -f  (n  — 3)r)  - ^^r(l  + (w  — 3)r) 

+ *'■•('  +(»-lW-;l.r(l+(„-4)r)-^,r(l+(„-4)r)-.d,r(I+(n_4)r) 


+ Kr  (1  +r)  -^.r(H  r)  - A,r(l+r>  ~A,a  +r)r....-^..,c(l  +r) 

+ Kr  

Fmmir'*'''“'''"'*’"  **■’“'  «i'h  "“uh  der 

9 

vW . a + (a  + f/)  + 7l/(fl  + 2rf) . . . . iJ/  (a  4. 

= Ma:c  + M.  — ^ t/ 

summten  wenn  man  « = 1,  = ^ ^ 

sp  echenden  W erthe  setzt.  Hierdurch  erhält  man,  »e„n  man  die 
Glieder  der  ersten  Horizontalreihe  trennt; 


=A(*+(”-H»‘)+^(l+(w-2)r)+L3(l4(ra-3)r)-f-...X„_i(l+r)+ie 

= ■^l  + -^2  + -^3  + -'^4  + ••••  -^n 

+ Aj  (n  — I)r  + Ja(w — 2)r-\-  {n  — 3)r....  An-i-r 


^-ATn-r  + £ 


n(n  — 1) 


1.2 


-r* 


— Al  {n  — I)r — Al 


(»  — 1)  (71—2) 


J.2 


A ( ci\  A (m  — 2)(n  — 3) 
— ^2  (m  — ^)r  — A^  I ^ 


1.2 


4 4 (w  — 3)(«— 4) 

— Az\n — 3)r  — A^ 


1.2 


— A„-z . 2r  — A„—‘. 


2.1 


1.2 


• r 


— An-i.r. 


Da  mm  die  gleichen  positiven  und  negativen  Glieder  aus  dieser 
Gleichung  Wegfällen,  so  folgt  hieraus: 


18)  &\  =Li(1  +(«-l)r)  + L^(l  +(«-2)r)*..X„-j(l+r)  + Z 

= y4|  -|-  + ....  /l;t 


, ^ 91  (?l — 1) 

+ jKnr  + K.  — - 


(n-l)(»-2)  * (w-2)Cn-3)  («-3)(«-4)  2.1 

L^I  ] 2 '■^2  f79  +-<43 y~2 h 


1.2 


Vergleicht  man  nun  das  Guthaben  des  Gläubigers  No.  16)  mit 
dem  Werthe  sämmtlicher  Zahlungen  des  Schuldners  No.  18),  so  ist  bei 
einfachen  Zinsen  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  7/ten  Jahres : 


19) 


Si  = Fl  — Gl  = iT(l  +7?r)  — [Li  (l+(n  — l)r)  + X2  (1  + («— 2)r) 

....  -|-  Fji_l(l  F 7")  -|-  Frt] 


— Ä"(l  J-  tir)  — (Al  -{-  A2 4"  A^  4- ..  .An)  — Knr  — K — 2 — ^ 


(7I-1)(77-2)  („_2)(„_3)  («-3)(77-4)_  ^ 

+ (^1 j 72  + “^2 j-y 1-  A3  — » 


oder  wenn  auch  hier  die  gleichen  positiven  und  negativen  Glie- 
der weggelassen  werden : 


ni'ä 

^ -j 


iri 


L 


■a 


I 
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‘20) 


7i{n  — ])' 


s,=k-a,-a^-a,-j,....-a„-k'-^, 

1 • i 


+ 1^1  12  +^2  2 2 + ‘^3  I72  ’ ) 


oder,  Henn  r — 0,0/^  gesetzt  wird: 

•21)  Si=K—Ai  — A2—A3....  — Ar~K 


n{n — I) 

^\.T~ 


0,0/>' 


f Ml 


(w— !)(«— 2) 

IT2 


(m-2)(«— 3) , ^ („_3)(„_4) 

+ ■^2  1.2  ”^'^3 2“2 f-—^n-a]  0,0/>2. 


Da  nun  K — -^1  + + ^3  + ....  d + ^In-t-i  + .... /ly  und  r/ > ?i 
ist,  so  ist  jedenfalls 


w(m— 1)  n{n—\)  n{n  — l) 


o-  = /4i 


“ 1.2  1.2  +^2  2.2  +•  •••+  1.2 

grösser  als  die  begleitende  positive  Reihe 

■^1  1 o T ^^2  1 ci  + 


n(n — 1) 


An—‘A 


n{n — 1) 


1.2 


/ 


1, 


1.2 


1.2 


1.2’ 


selbst  dann  noch,  wenn 

* 

K=  Al  A~  ^2'i' ^3  -\-  A^....  An 

ist. 

Die  Gleichung  20)  widerspricht  also  dem  in  No.  1)  und  No.  2) 
aufgestellten  Satze.  Sie  gibt  den  Stand  der  Schuld  nach  n Jah- 
ren kleiner  an,  als  er  ist,  und  ist  also  unrichtig. 

IMan  kann  diess  aus  9)  und  21)  auch  so  darstellen: 

oder  ' 

■22)  K. \,Qp^~Li . l,0;?«-i— Da.  l,0/i»-2— /.3 . l,0/>«-3. ..._L„ 

> K.  \Mp—Li . 1,0(«— l)/i  — . 1,0(m— 2)/?— Lg . l,0(w— 3)/?....  — L„. 

Hiernach  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Lehrsatzes  bewiesen. 

Sind  alle  L einander  gleich,  so  ist  der  Stand  der  Schuld  bei 
einfachen  Zinsen  am  Ende  des  nten  Jahres  aus  No.  19); 

23) 


= K.  \,Qnp  — nL—  2 ~ ^ • 0,0;» 


Sind  alle  A einander  gleich,  so  ist  aus  21): 


•>> 


' VA 
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•24)  Si  =K-K^^^.0,0p^-7iA+—^}^Y^AA0p^^ 


da 


(' 


1)  («  - , («  — 2)  (w  — ^ 

1.2  + 1.2 


, 3.2  2.1\,,,, 

+ — • j~9  + \ 0,ü;>^ 


ist. 


«(«  — !)(«  — 2)  . o 

= — r“^T3 — ^ ^ 


Auf  ganz  die  gleiche  Weise  wird  der  Beweis  geführt,  wenn 
die  Zahlungsleistungen  und  Verzinsung  halbjährlich  geschehen, 
weswegen  diess  bei  einfachen  Zinsen  nicht  insbesondere  durch- 
geführt wird. 


§.  7. 

« 

Zweiter  Beweis. 


Der  zweite  Beweis  führt  sich  aus  der  Methode  der  gegen- 
seitigen jährlichen  Abrechnung,  welche  schon  oben  §.  5.  als  auf 
richtige  Resultate  führend  benutzt  wurde. 


Der  Gläubiger  fordert  am  Ende  des  ersten  Jahres  Kapital 
sammt  Zins.  Seine  Forderung  ist 


Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  desselben  Lj.  Hiernach  ist  der 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  oder  zu  Anfänge  des  zwei- 
ten Jahres: 


1) 


S^—KAJdp  — L^. 


Hiervon  fordert  der  Gläublser  am  Ende  des  zweiten  Jahres  Zins. 


Seine  F'orderung  ist  daher  im  Ganzen: 

. 1 ,Ü/>  = {K.  \f)p  — Li)  1^0/?. 


Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  dieses  Jahres  Folglich  ist  der 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  oder  zu  Anfang  des  drit- 
ten Jahres : 


2)  S^  = {K.\fip—Ly)AS)p  — L^  = KAS)p^~LyA,Qp—L^^ 


Hiervon  fordert  der  Gläubiger  den'Zins  am  Ende  des  dritten  Jah- 
res. Seine  Forderung  beträgt  daher  sammt  Kapital : 


. 1 ,0/) = ((^ . 1 fip  — L, ) 1,0p  — L^)  1 ,0p. 


4* 


i 


f! 


f 
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Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  dritten  Jahres  />3.  Der  Stand 
der  Schuld  ist  daher  am  Ende  des  dritten  oder  zu  Anfang  des 
vierten  Jahres: 

3)  S3  = ((KA,0p—L0\fip-L2)ifip-I^ 

= K. hOp^  - Z, . I,0/?2 - 1,0/?— L3. 

Eben  so  findet  sich  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten 
Jahres  : 

-l)  «4  = m-  hOp  - Li)  1,0;?  - La)  L3)  1 ftp  - L4 

. =K.  Iftp*  ~ Li . I,0;?3 La . 1 ,0/?2  _ 2,3 . L4 

11.  s.  vv.  Das  hierin  liegende  Fortgangsgesetz  ist  sehr  einfach  und 
klar.  Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  «ten  Jahres  ist: 

5) 

*^n  — (••••(((Ä-  IjO/?— Lj)  1,0;?  — La)  1,0;? — Lftlftp Ln-i)  l,0jt? — Ln 
= K.  1,0;?»  - L, . J,0;?"-i  - La . 1,0;?»-^  - L3 . l,0;?"-3 

' • . • • .L/j— 1 , 1 iftp  Ljn^ 

Führt  man  nun  die  den  L entsprechenden  Werthe  aus  No.  3)  §.  6. 
in  diese  Darstellung  ein,  so  geht  sie  in  folgende  über: 

6)  Sn=K.  1,0;?»  - Al . l,0;?»-»-JS:.0,0;?.  l,0;?»-i 

- Ja  • 1,0;?«-*  - (A— J, ) 0,0;? . 1,0;?»-* 

- J3 . l,0;?«-3  - {K—  Al  - Ja) 0,0;? . l,0/?"-3 

• ****«••••»• 

— J«-i.  1,0;? — {K — Jj — Ja — J3....J/1— 2)0,0;?.  1,0;? 

An  — (A — J|— Ja — J3 ....  Jn-i)0,0;?. 

Diess  ist  dieselbe  Darstellung,  welche  in  No.  5)  §.  6.  gefunden 
wurde,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dort  ihre  Ulieder  die  ent- 
gegengesetzten Zeichen  führen.  Wendet  man  nun  die  dort  be- 
folgte Schlussreihe  auf  die  vorstehende  Darstellung  an,  so  erh.ält 
man  für  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  in  Ver- 
bindung mit  No.  4):" 

7) 

Sn=A.l,0;?” — Lj.1,0;?”-*— La.1,0/?«-*— Ls.l.O;?"— ®...— Ln-i.1,0;?— Ln 
= K — J|  — J.j'  J3  — J4  ....  — Jn  — Afi-f-1  -|  Jn-f2  -E  ....  Ag, 
wie  oben  No.  9)  §.  6. 
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Sind  alle  L einander  gleich,  so  ist  der  Stand: 

1 O2?”  — 1 

8)  S„  = A.l,0p»-L.  • 

Sind  die  Kapitalabtragungen  gleich,  so  entsteht,  wie  sich  von 
seihst  ergibt: 

9)  Sn  = K ~ n J. 

Bei  den  in  No.  9)  und  No.  15)  §.  6.  oder  No.  7)  dieses  Paragra- 
phen aufgestellten  E'ormeln  wurde  vorausgesetzt,  dass  jede  der 
Summen  L, , La,  L3,....  grösser  als  die  Zinsen’des  Schuldrestes 
sind.  Diese  Voraussetzung  ist  nicht  wesentlich.  Sie  können  eben  s<> 
gross  oder  selbst  kleiner  sein.  Es  ändert  diess  die  Richtigkeit 
der  Schlüsse  nicht,  wie  klar  aus  dem  zweiten  Beweise  hervorgeht. 

Kommen  die  Summen  L^,  La,  L3,....  gerade  den  jeweiligen 
Zinsen  gleich,  so  wird  vom  Kapitale  nichts  abgetragen  und  die 
Schuld  bleibt  unverändert.  Sind  sie  kleiner,  so  kömmt  das  Weni- 
ger dem  Gläubiger  zu  gut  und  die  Schuld  vergrössert  sich  anstatt 
altzunebmen. 

§.  8. 

Auch  hier  wollen  w ir  die . bezüglichen  Sätze  durch  einen  be- 
sondern  Fall  erörtern,  was  die  Richtigkeit  der  gemachten  Schlüsse  j 

bestätigen  wird. 

Ein  Schuldner  erhält  von  seinem  Gläubiger  iOOlK), 
und  macht  am  Ende  der  zehn  folgenden  Jahre  die  Ge- 
genzahlungen 3000,  2900,  2800,  2/00,  2600,  2500,  2400,  2300, 

2200,  2100.  Wie  gross  ist  am  Ende  des  zehnten  Jahres 
der  Stand  der  Schuld  bei  5 Procent  Zinsen? 

Auch  hier  ist  das  vorgelegte  Beispiel  absichtlich  so  gewählt, 
dass  man  leicht  erkennt,  dass  die  genannten  zehn  Summen  nichts  ' 
anderes  sind,  als  die  Heimzahlung  eines  Kapitals  von  20000  mit 
jährlicher  Kapitalabtragung  von  2000  und  den  fünfprocentigen 
Zinsen  des  Schuldrestes,  und  dass  also  am  Ende  des  zehnten 
Jahres  das  Kapital  von  20000  getilgt,  der  Stand  der  Schuld 
»leich  0 ist  und  dass  dieser  Werth  bei  einer  richtigen  Rechnung 
.sich  ergeben  muss. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  an,  so 
er*»ibt  sich  der  Stand  der  Schuld  nach  No.  9)  §.6.,  wenn  man  die 
entsprechenden  Werthe  einführt: 
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.S=  JOOÜO.  1,0510—3000.1,059—2900.1.058—2800.1,05^.... 
....  - t->;iOO.  1,052-2200. 1,05-2100 
= 20000 . 1 ,6288946  - 3000 . 1 ,55 1 3282  — 2900 . 1 ,4774554 

— 2800. 1,4071004—2700. 1,340095(5  — 2600.1,2762816 

— 2500. 1,21550625  — 2400. 1,1.57625  - 2300. 1,1025 
-2200.1,05  — 2100 

= + 32577, 8925  — 4653, 984  648 

4284,620487 
3939,881184 
3618,2582.30 
3318, 332  063 
3038,765625 
2778, 300  000 
2535,750000 

2310.000000 

2100.000000 
32577,8925^^ 

Hiernaclj  ist  der  Stand  der  Schuld: 

1)  «=32577,8925....  - 32577,8925 ....  = 0 ; 

die  gegenseitigen  Zahlungen  heben  sich  auf,  d.  h.  das  dargeliehene 
Kapital  ist  getilgt.  ' 

Nach  der  Methode  der  jährlichen  Abrechnung,  §.7.,  findet  sich 


Folgendes ; 

u 1 ^ e r gibt  gegenwärtig 20000 

Hiezu  Zins  des  ersten  Jahrs  zu  5 Procent 1000 

n « I . . . . ~ ’^TOOÖ 

lier  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  ersten  Jahres 3000 

Stand  der  Schuld  am  hnde  des  ersten  Jahres  ....  18000 

Hiezu  Zins. des  zweiten  Jahres qqq 

» Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ah . ‘IQOO 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres  . . . ^ 16000 

Hiezu  Zins  des  dritten  Jahres gQQ 

II-  . V ..  . JÄ) 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 2800 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres  ....  14000 

Hiezu  Zins  des  vierten  Jahres > . . . , 700 

' II-  . ry,,  , „ 14^ 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab ‘^700 

TWI 


4 


I 
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Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres 12000 

Hiezu  Zins  des  fünften  Jahres • ■ 000 

12600 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab . 2600 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  fünften  Jahres lüOOO 

Hiezu  Zins  des  sechsten  Jahres 500 

I ^ ■ 1Ö5Ö0 

I Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab . 2500 

I Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres 8000  - 

I Hiezu  Zins  des  siebenten  Jahres 400 

^ 8400 

Hievon  Zahlung  des  Schulners  ab . 2400 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres 6000 

Hiezu  Zins  des  achten  Jahres 300 

6.300 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab . 2.300 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres 4000 

Hiezu  Zins  des  neunten  Jahres 200 

4200 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab ' . 2200 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres 2000 

Hiezu  Zins  des  zehnten  Jahres 100 

^ 2100 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab . 2100 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres  ....  . . 0000 


Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  an , so  ist 
aus  No.  19),  §.  6.,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  für  die  L, 
• 71  und  p eingeführt  werden : 

«,  = 20000 . 1,5  - 3000 .1,45  - 2900 . 1,4  - 2800 . 1 ,35  - 2700 . 1 ,3 

— 2600 . 1 ,25  - 2500 . 1,2 — 2400 .1,15-  2300 .1,1 
—2200.1,05-2100 
= 30000  — 4350 
4060 
3780 
3510 

4.  3250 

3000 

2760 

2530 

- 2310  ' ■ - • 

2100 

31650. 


Lh ' 
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Denniach  wäre  der  Stand  der  Schuld  ; 

2)  Si  = 30000  — 3 1 650  = — 1650 , 

d.  h.  der  Schuldner  hat  nach  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
1650  zu  viel  gezahlt,  folglich  ein  Guthaben  an  den  Gläubiger  oder 
der  Gläubiger  muss  1650  an  den  Schuldner  herauszahlen. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  z«ei  unter  sich  verschiedene  Me- 
thoden zu  einem  und  demselben  Resultate  führen,  also  unter  sich 
übereinstimmen.  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  da- 
gegen ein  abweichendes  Resultat,  welches  offenbar  unrichtig  und 
ungereimt  ist.  Die  vorstehenden  Resultate  bestätigen  daher  die 
Richtigkeit  des  in  §.  6.  angegebenen  Lehrsatzes. 


§.  9. 

Stellt  man  die  bisher  durch  Beweise  begründeten  Resultate 
zusammen,  so  erhält  man  folgende  vier  Grundgleichungen.  Nach 
No.  9)  und  No.  19)  §.  3.  ist: 


-^1  , ^^2  , ^3  , Ln 

~ 1,0p  ^ i.Op^  + l,0/>3  + -•  « 


ß — ^ 

— 1 A..  I 1 n.. 


‘"1 ,0pi  l,0pi^  lOpi  3 • 1 ,0/?j 2n* 

Nach  No.  6)  und  No.  14)  §.  6.  ist: 

3)  S=Li.l  ,0/9»-!  + . l,0p«-^  + ....  L„-1 .1,0p  + L„, 

4)  .S =L,  .1 ,0^2«-»  + . l,0;>i2«-2  + ....  Lin . LO/?,  + 

Die  zwei  er.sten  Gleichungen  zeigen,  wie  der  Werth  künftig  fäl- 
liger Summen  auf  richtige  Weise  durch  die  Zinszinsrechnung  auf 
die  Gegenwart  zurückgebracht  wird;  die  zwei  letzten,  wie  der 
Werth  künftig  fälliger  Summen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  Zah- 
lung durch  Zinszinsrechnung  auf  richtige  Weise  übertragen  wird, 
ß und  S sind  in  beiden  Fällen  unbekannt  und  ergeben  sich  aus 
den  Zahlungen  L,  dem  Zinsfuss  und  der  Zeit  n.  No.  1)  und 
No  3)  gelten  für  ganzjährige  Zahlung  und  Verzinsung,  No.  2)  und 
No.  4)  für  halbjährige.  Zahlungen,  die  sich  auf  kleinere  Jahres- 
theile  als  Halbjahre  erstrecken,  kommen  in  der  Wirklichkeit  nicht 
wohl  vor.  Deswegen  ist  hierauf  keine  Rücksicht  genommen. 

e e de  noch  geschehen , so  können  die  vorstehenden  Glei- 
chungen (dine  alle  Schwierigkeit  auf  sie  angewendet  werden. 

Hält  man  nun  diese  Gleichungen  fest  und  bringt  man  eine 


Lin 
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Reihe  solcher  Zahlungen  zuerst  auf  einen  Zeitpunkt  (Gegenw.art 
oder  Zukunft)  zurück  und  führt  den  so  erhaltenen  Werth  auf  den 
andern  (Zukunft  oder  Gegenwart)  über,  so  wird  auch  der  aus 
dieser  Üebertragung  hervorgehende  Werth  ein  richtiger  sein,  denn 
jede  der’  mit  den  Zahlungen  vorgenommenen  Reductionen  erzeugt 
für  sich  einen  richtigen  Werth.  Eine  jede  derarHge  Uebertra- 
gung  wird  daher  einen  Werth  geben,  der  mit  dem  ursprünglichen, 
durch  directe  Entwicklung  gewonnenen  übereinstinimt. 

Hieraus  rechtfertigt  sich  folgender 


I 


Dritter  Lehrsatz. 

a.  Soll  der  gegenwärtige  Werth  einer  Reihe  künf- 
tiger Zahlungen  Ly,  L^,....Ln  ermittelt  werden,. so 
kann  man  dieselben  zuerst  auf  einen  künftigen  Zeit- 
punkt zurückbringen  und  dann  den  hierdurch  erhalte- 
nen Werth  auf  die  Gegenwart  reduciren. 

\ 

b.  Soll  der  künftige  Werth  einer  Reihe  von  Zah- 
lungen Li,  La Ln  ermittelt  werden,  so  kann  man  die- 

selben zuerst  auf  die  Gegenwart  zurückbringen  und 
dann  den  hierdurch  erhaltenen  Werth  auf  die  Zukunft 
übertragen. 

ln  beiden  Fällen  wird  ein  richtiger,  mit  dem  direct 
in  den  No.  1)— 4)  gefundenen  übereinstimmender  Werth 
entstehen,  wenn  mit  Zinseszinsen  gerechnet  wird; 
dagegen  ein  unrichtiger,  wenn  mit  einfachen  Zinsen 
gerechnet  wird. 

• Der  Beweis  hiefür  führt  sich  leicht.  Man  bringe  den  Werth 
aller  Zahlungen  nach  a zuerst  auf  das  Ende  des  wten  Jahres  zu- 
rück. Die  erste  Zahlung  trägt  in  diesem  Falle  während  {n — 1), 
die  zweite  während  (n  — 2),  die  dritte  während  (n  — 3)  Jahren  Zins 
u.  s.  w.,  die  letzte  keine.  Der  hieraus  folgende  Werth  ist: 

S = Li.  1,0/J"~^  + La.l,0/J"~^-f  L3. 1,0/^"“*  + ....Ln-i.  IjOp-l-Ln. 

Nun  rabattire  man  diesen  Werth  für  n Jahre.  Es  entsteht: 

oder,  wenn  wirklich  multiplicirt  wird, 

'S  I ^2  I 4-  t-  . 

I;Ö^  “ l,Ö/>  l,0/>2^  \,0p^  ^ ••••  l,0p"-^^ 


JUIL\ 


I'1 

NI 
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Dieses  Resultat  fällt  mit  No.  1)  zusamraea. 

Werlh  dieser  lablu’egr,"  •*'"  '“'"''«S«" 

S=  £, . 1,0p, 2.-1  + X,,.  ],0p,2.-e  + ...,  j ^ 

Wird  dieser  Werft  aef  2„  Halbjahre  rabatlirt,  so  entsteht: 

6) 

-S 1 

hOpi  — l,0pi  2»  [ A • IM  . l,0/>,2n-2  -f-....L2„-i.lM  + i^2n] 


-^-1- 
1 A,,  + 


+ 


^1”  • • • • 


-£^2n— 1 


2n 


-x  + 


-^n 

1,0;., 2«- 


in'I*'be!vieret/“"‘  “"‘I  hiedurch  ist  der  S.ta 

Soll  nach  b.  der  Werth  sämmtlicher  Zahlunsen  für  den  Zeit 
Punkt  der  letzten  Zahlung  bestimmt  werden  so  erm  tt  e 1 
erst  Ihren  gegenwärtigen  Werth.  Er 'ist  nach  No.  1):^ 


Ä = 


~h 


Zo 


4-  — J- 

• 1 ArV^S  • •••• 


z„ 


hop  i,Op^'^i,op3i-—T;ö^„- 

rlelfaltT  „Tt"lo“'V"''  t 

vieiiachen  mit  über.  Es  entsteht  dann: 


7) 


/i.l,0p”=h0p"f 4-  I -^3  , Z„  \ 

' U,0/>  + E0/22  + ],0;i3+* 

= Z, . h0p,»-i  + L^.l,0p'‘-2+Ls.l,0p’‘-S-i- Ln. 


Dieser  Werth  stimmt  mit  No.  3)  überein. 

Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  verfahre  man 
auf  die  gleiche  ^VeIse.  Ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  dann 


Rz=z 


+ 


+ 


^M  1,0/),  2 + 1.0;,,  3 


~jf”  • • • • 


Lin 


1,0/), 2"' 


Führt  man  mm  diesen  Werth  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  Zah 

«)  «.  I,0p,2.= ,,0p.2.  (i^  + ,^  + 1;^^+....,^) 

= Lt . I,0/),2»-i+Za.  E0/),2«-2-f-Z3 . lM^’*~H-..Li„. 


I 
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Dieser  Werth  stimmt  mit  No.  4)  überein,  folglich  ist  auch  der 
zweite  Theil  des  Lehrsatzes  erwiesen. 

Der  dritte  Theil  desselben  ergibt  sich  aus  den  Sätzen  §.  3. 
No.  13)  und  No.  14)  und  §.  6.  No.  21)  und  No.  22).  > Da  nämlich  die 
Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  in  den  fraglichen  Fällen  auf  ein 
unrichtiges  Resultat  bei  jedem  einzelnen  Acte  führt,  so  kann  die 
Verbindung  zweier  unrichtiger  Resultate  nicht  wohl  auf  ein  rich- 
tiges führen. 

Man  kann  diess  aber  direct  auf  folgende  Weise  zeigen.  Man 
bringe,  um  den  gegenwärtigen  Werth  der  Zahlungen  zu  erhalten, 
zuerst  alle  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.  Man  erhält, 
wenn  0,0p  — r nach  dem  Vorgänge  von  §.  6.  geschrieben  wird, 
hiefür : 

9)  ' 

S,=Z,(1  -f-(«~l)*')+Z2(l+(M— 2)r)+Z3(l-|-n — 3)r)....Ln-i(l-fr)-fZn. 

Rabattirt  man  diesen  W'erth  mit  einfachen  Zinsen  durch  Division 
mit  1 + nr,  so  entsteht : 

10) 

S,  _ L,(l  +())-l)r)  />a(l-Kw-2)r)  ZafHC)«-^)  L„ 

l+nj  ~ l+7)r  ^ 1+nr  1 -f  7ir  “ T+r/r’ 

Der  Werth  dieser  Formel  kann,  wie  man  leicht  sieht,  nicht  mit 
No.  1)  oder  No.  5)  zusammen  fallen. 

Die  Glieder  in  No.  10)  haben  folgende  allgemeine  Form: 


M 


1 + a:r 


1 7ir  ’ 

die  correspondirenden  Glieder  in  No.  5)  haben  folgende: 

* (1  + r)«  ~ ' (1  + r)"-* 

für  n > X und  ganze  n und  x.  Es  ist  aber : 

1 + arr  \ ^ xr  1 


l + 7ir  1 xr -{■  {n  — x)r  n—x 

Da  nun  oben  in  §.  3.  nachgewiesen  wurde,  dass 

J > _ 

.1  + {« — x)r^  (1  +r)"  ^ 
ist,  so  muss  um  so  mehr 


I-  i 


i 

A 


t 


5 

i 


'} 


V' 

V 

's 

i. 

3 


I 

i; 


I 


V 


f 


I 
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!<  i..  5 


I + 0 +r)n-x 

' ■ * \-\-XT 

»ei...  da  fär  gai.ae  » und  a.'aucl. 

.No.fo)  !i,d  stode'  n/'  «liede,  .„  den 

„ 1 + o:r  ^ M 

iW  • ~\ — ^ — 

i + nr  (1  -f  r)<^~x ' 

Hieraus  folgt  in  Bezug  auf  No.  10)  und  5)  oder  J): 

, l + r^L„ 

l + ?ir  2 l + + _ 


> ,-^  + — I ^3  , L„_i 

1+r  ^(1  +r)2  + (l  -|-r)3+  • + 


_ l^n—l 

ö + r)" 


(l  + r)"' 


Zi..»e?'afl™i.M"''K'''"''’  Zahlengen  bei  einlache., 

mitteln,  bringe  man  vorerst  sämmtliche  Zahlungen  auf 
die  Gegemvart  zurück.  Man  erhält:  “munden  aut 


R,  + -^2_  I.« 

1 + r^  l^2r^  I-l-3r  + ‘ -T-r— 


1 + wr* 


Rihrt  man  diesen  Werth  durch  Multiplikation  mit  (l  + «r)  auf 
den  Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  zurück,  so  entsteht:  ^ 

/»’i  (1  + «r) 

= ^ ^2  (1 +J^)  +»r)  ^n-i(l+«r)  G„a  + ur) 

1 + - l+2r  f l+3r  ^ lT(^-f)r  + H 

Hie  Glieder  dieser  Reihe  haben  mit  Ausnahme  des  letzten  fol- 
gende allgemeine  Form: 


Hie  in  No.  7): 


, 1 wr 

i~i — • 
I + .rr 


r +»•)" 

+ r)"- 


(1  -f  r)^  — T ry-^ 

^ Wir  ganze  n und  x und  x.  Nun  ist: 

» 

l±r;r^Uxr  + (n~x)r_.  n-x 

YTx^ 


nun  nach  §,  3. 


% 
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1 -f  {n—x)r  < (1 
ist,  so  ist  um  so  mehr 

Es  ist  daher  aus  No.  7)  und  13): 

L, ( I -für) . L^CH-wr) . />3(H»r)  . 


14) 


, I '*•/  I — ijv-  •;  :_/  I ~ j-, — ~4-Ij» 

l+r  ^ l+‘2r+  l+3r  + ••H(«-I)r+ 


< Li(Hr)"-i  + LS  +r)"-2+  1-3(1  + »•)”“*••••  +*■>  + 

Hie  Rechnung  >mit  einfachen  Zinsen  führt  daher  nach  Aus- 
sage der  Gleichung  11)  in  dem  fraglichen  Falle  auf  ein  grös- 
seres. nach  Aussage  der  Gleichung  14)  auf  ein  kleineres  Re- 
sultat als  das  richtige.  Has  Gleiche  würde  sich  ergehen,  wenn 
die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht  werden. 

Ferner  erkennt  man,  dass  die  aus  den  No.  9)  und  13),  10)  und 
12)  folgenden  Werthe,  obgleich  sie  die  Auflösunpn  eines  und 
desselben  Problems  sind,  nicht  unter  sich  übereinstimmen  können, 
wie  sie  sollten.  Sie  leiden  daher  an  einem  innern  \Viderspruch. 

Hiernach  ist  auch  der  dritte  Theil  des  obigen  Lehrsatzes 
bewiesen. 

Einfacher  werden  diese  Formeln,  vvenn  alle  Zahlungen  (/>) 
einander  gleich  sind.  Dann  entsteht  aus  No.  1)  und  No.  2): 


15)  R 


\ßp 


L , L , Ln  1— i.O/?-” 

l,0/?3+-'l,0/?"~  0,0p 

L . L . L , L j 1— R0pi~^" 

O-Opi 

Vergl.  §.  27.  meiner  Anleitung.  Aus  No.  5)  und  No.  6)  wird: 

wp= W” i 1,0/, +/>) 

L l.0p"-l _ j Ij-  »>Qp~" 

~l,0p"'  0,0p  0,0p 


18) 


L 1 ,0p,  - 1 1 — i,op,:±" 

- 1,0p,  2"'  0,0p,  “ " O.Opi 


■I 
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Diese  /)arstellungen  beantworten  auf  verschiedenem  Wese  das 
selbe  Problem  und  stimmen  unter  sich  überein. 

Aus  No.  3)  und  No.  4)  wird : 


<S_  L. \,0pn  1 L.  10^  L=L. 

0,0p  ’ 

20) 

N = L . ^ 1,.  ^ . 2^  j + /.=  L . . 

Aus  No.  7)  und  No.  8)  wird: 


1.0,.=  + ....  10, 


_ j — 1 

~ 0,0p  ’ 


_ 1^2»  _1 
-^’^  'o,öp,  ' • 

Auch  diese  Gleichungen  lösen  das  gleiche  Problem  auf  verschie- 

enem  Wege  und  stimmen,  wie  diess  sein  muss,  überein.  Vergl. 
§.  22.  niemer  Anleitung.  ” 

Aus  den  No.  I)  und  5),  2)  und  6)  folgt: 

Aus  den  No.  3)  und  7),  4)  und  8)  folgt: 

24)  <S=/i.I,0/>"  und  S=/i.l,0pt^n 

Man  erkennt  hieraus,  dass,  wenn  man  die  Gesammtzahlungen  als 
Summen  beyaehlet.  bei  ihrer  üebertruguug  von  einem  Zeitnunk. 
aul  den  andern  mit  Ziiiseszinsen  gerechnet  werden  muss,  wenn 
man  richtige  Werfhe  erhalten  will. 

Die  hier  angegebenen  Sätze  leisten  hei  Anwendungen  <rute 

Dienste  und  erleichtern  den  Calcul  hei  zusammengesetzten  Fragen 
wesentlich.  ® 
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§.  10.  ^ 

Hieran  schliesst  sich  folgender 

Vierter  Lehrsatz. 

Sind  in  einem  Zeiträume  von  7i  Jahren  am  Ende 
eines  jeden  Jahres  die  Summen  l>i,  Lj,  L^,,...Ln  fällig 
und  soll  ihr  Werth  auf  irgend  einen  beliebigen  Zeit- 
punkt (x)  zurückgehracht  werden,  der  zwischen  dem 
Anfänge  und  Ende  des  Zeitraums  liegt,  so  kann  diess 
direct  nach  den  bis  jetzt  gelehrten  und  bewiesenen 
Grundsätzen  geschehen,  oder  auch  dadurch,  dass  man 
den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  den  Anfang  oder 
das  Ende  des  Zeitraums  und  den  sich  hieraus  erge- 
benden Werth  auf  den  fraglichen  Zeitpunkt  zurück- 

1)  ri  n gt. 

Es  entsteht  ein  riclitiges  Resultat,  wenn  die  Rech- 
nung  mit  Zinseszinsen,  ein  unrichtiges,  wenn  sie  mit 
einfachen  Zinsen  ausgeführt  wird. 

Die  ersten  x Zahlungen  sind  nach  der  Aufgabe  auf  das  Ende 
des  a-'ten  Jahres  zurückzubringen.  Nach  §.  6.  No.  8)  ist  für  die- 
sen Werth : 

Si  = Li.  + L.2.l0p^-^  + ....  Lx-i . LO/j  + Lx. 

Dagegen  mu.ss  der  Werth  der  folgenden  {n  x)  Zahlungen  aut 
denselben  Zeitpunkt  zurückgehracht  werden.  Nach  §.  3.  No.  9)  ist: 

Lj+l  Lx+2 

- 1,0p  + i,0p2  + ••••  l,0p»-^‘ 

Durch  Vereinigung  beider  Werthe  erhält  man  den  gesuchten,  und 
es  ist : 

I) 

T , i'x+a  , 

S=:Li.l,0p^-i  + La + 1,0p  + l7)p2+"l,0p"-^’ 

Hiedurch  ist  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  den  Zeit- 
punkt X in  directer  Weise  bestimmt  und  zugleich  der  Beweis  für 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  No.  1)  gegeben. 

Führt  man  den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  zuerst  auf  den 
Anfang  des  Zeitraums  zurück,  so  hat  man  nach  §.3.,  No.  9): 
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m 


% 

u — 1 I , L„-i  L„ 

l,Op  ^ l,0/>2  + ••  •■  l iipx  + •••• 

% 

^\ird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  a:ten  Jahres  zurückgeführt, 
so  hat  man  durch  Multiplikation  mit  l,Oy>*: 

/,>  Lx-\Sip^  , L„.\,{)p^ 

n.l,i)p  - j p.... 


oder 


^.‘^.0p^=L.A.0p^-^+^A.0p■-H..X.^f^+^^ 

Dieser  Werth  fallt  mit  No.  J)  zusanunen. 

Führt  man  aber  den  W^erth  sämmtlicher  Zahlnns^en  zuerst  auf 
das  Ende  des  Zeitraums  zurück,  so  ist  nach  §.6.  No.  8): 

W ird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  :rten  Jalires  zurückge- 

bracht,  so  muss  er  auf  (n  — a;)  Jahre  rabattirt  oder  mit  t 

I Ow”'*-*' 

multiplicirt  werden.  Dadurch  entsteht:  ’ 


1,0/) 


Z>i.l,0/?”  1 L^.l,0p»-^  Lx . 1,0/)"-^ 


n-a:  1,0/)”-® 


1,0/) 


h 

n— X ■ •••• 


1,0/?”“ 


oder 


ao/)”-^-»  Ln 

1,0/)”-®  ^■••••1,0/)” 


r,ö^- = ' >0^"- + + ....  L. + 

Diese  Gleichung  fällt  mit  No.  1)  und  No.  2)  zusammen. 

W'erden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  ändert  diess 
in  der  bezeichneten  Schlussreihe  nichts.  Man  erhält  für  die  directe 
Bestimmung  des  fraglichen  Werthes: 


% 

Für  die  beiden  üebertragungen  entsteht: 


— 65  — 


Li  . I,0/)t‘^-'  . La.l.O/),*®,  jL(2jr  l,0/),2® , /v2j-f.,.l J^*® 

1.0/),*®+! 


1,0/),*® 


ß.1,0/),  - + JQ^^2  +••••  1 

La„  .1,0/),*® 


oder 


1,0/), 


5) 


2n 


/^.  1,0/),*®=  Lj.  1,0/),*®  *-f-X/2*l,0/),*®  ■‘■'1,0/),*"-*® 


Ferner : 


S,  L,.1,0/),*®-!  . L^.EO/),*"-®  L2:r.l,0/),*"-*® 

“t"  i n . o .» ”F 


1 ,0/),  *”-*®  1 ,0/),  *"-*® 

"1“  . . . . 


1,0/),*"-*® 

Lin 


1,0/),*”-*® 


1,0/),*"-*® 


oder 


6) 


| Ö^j2n-aa:  — ^l  *’0/),*®  !+/>2- 1,0/),*®  ® - ?®*®+ J +"1,0/),*"-*®' 

Diese  Gleichungen  fallen  mit  No.  4)  zusammen.  Uiemit  ist  der 
erste  Theil  des  Lehrsatzes  bewiesen. 

Wendet  man  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  zur  W’erth- 
bestimmung  der  Zahlungen  in  gleicher  Weise  wie  bisher  an,  so 
ermittelt  sich  dieselbe  direct  für  den  zwischenliegenden  Zeitpunkt 
X,  wenn  man  der  Kürze  wegen  0,0/)  = r schreibt,  auf  folgende 
Weise: 

7) 

LxA-X  Lx-l-i  Ln 

'Sj=?^i(l  + (^-l)*’)+^2(l+(^~-)^) ••••^®+j  _pr  I l-f2^^  '"l+()i-a:)r' 

Bringt  man  den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  zuerst  auf  den 
Anfang  des  Zeitraums  zurück,  so  ist; 


/)  _ I 

1^1  — ^ I “r  t • T •••■ 


+ 


-L*+i 


Ln 


I+r"^!  + 2r'*'  ' ■1+jt''^  1 + (a:  + l)r’  ' 1 + wr 

Wird  dieser  W'erth  auf  das  Ende  des  .rten  Jahrs  bei  einfachen 
Zinsen  durch  Multiplikation  mit  (1 -f  .rr)  zurück  gebracht  , so  er- 
gibt sich : 

H) 

I 

, L,(l+a;r) , L2(l+a;r)  , , Lj:+i(l -f-a:r) , L„(l-|-a:r) 

/?,(!  +.rr)=-y^-+  . ..LH  + - i^„r  ' 
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Führt  man  aber  den  Werth  säniintlicher  Zahlungen  zuerst  aii( 
das  Fnde  des  Zeitraums  zurück,  so  wird  : 

,S,  = L,  (1  + (n  - l)r)  + 1.2(1  + (n— 2)r)  + ....Lx{\  {v-x)r) 

....  1.(1— 1 (I  + ?■)  + 1.71. 

Wird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  j-ten  Jahres  zurück"e- 
hracht,  also  auf  (71  — a:)  Jahre,  vom  Ende  an  gerechnet,  rahatfirt, 
oder  mit  (!+(« — x)r)  dividirt,  so  entsteht: 


.S,  L,(l+(n— l)r)  . 1.2(1 +(w—2)r)  , , ^ 

* — » -|-  ^ — - -7- . “T  •••»  ] 

\-\-{ii-x)r  l + (n  — a:)r 


Ln-\{\  +r) 
1 4-(« — 


L„ 

^ l + (n — x)r 


Vergleicht  man  die  in  No.  7)— 9)  erhaltenen  Werthe  mit  denen 
No.  1)— 3)  und  unter  sich,  so  stimmen  sie  w eder  mit  den  ebengenann- 
ten , noch  unter  sich  überein,  führen  also  weder  zu  dem  richtigen, 
noch  zu  einem  unter  sich  gleichen  Resultate.  Die  gleiche  Berner 
kunjT  gilt,  wenn  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht  werden. 

Hiemit  ist  der  zweite  Theil  des  obigen  Lehrsatzes  erwiesen. 

Aus  den  zwei  letzten  Lehrsätzen  erkennt  man,  dass  die  Werthe 
einer  Reihe  von  Kapitalzahlungen,  unbeschadet  der  Richtigkeit  der 
hieraus  folgenden  Residtate,  ganz  beliebig  von  einem  Zeitpunkt 
auf  den  andern  ühergetragen  oder  in  der  Zeit  hin-  und  zurückge- 
schoben werden  können,  wenn  man  mit  Zinseszinsen  rechnet, 
während  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  hei  diesen  Cmset- 
zungen  unrichtige  und  bedeutend  differirende  Werthe  gibt* 

Diese  Freiheit  der  üebertrag’.ing  wird  in  bestimmten  Fällen 
üute  Dienste  leisten.  Zugleich  gibt  sie  ein  Mittel  an  die  Hand, 
die  Richtigkeit  der  erhaltenen  Resultate  zu  prüfen. 

Einfächer  werden  diese  Gleichungen,  wenn  sämmtliche  Zah- 
lungen (L)  einander  gleich  sind.  No.  1)  geht  dann  über  in: 


(S  = L(L0/>-^  ^ + L0/>-^  * -F  ....  1,0p  -F  1 -f  10^^  + j 0^2  + •••* 

l,0p^-l  1 — l,0p-("-^) 

0,0p 

oder  wenn  man  sämmtliche  Glieder  als  einer  Reihe  zugehörend 
betrachtet : 


i 
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^ , 1,0/^^  — l,0p-("-^) 

11)  S — L.  00^ 

was  sich  auch  durch  Addition  in  No.  10)  ergibt.  Es  wlid  übrF 
gens  zweckmässig  sein , bei  Anwendung  aut  besondere  ä e i le 
barstellung  10)  zu  benützen,  weil  der  Werth  der  dort  gegebenen 
Ausdrücke  den  Tafeln  entnommen  werden  kann,  während  der 
Werth  ln  No.  11)  aus  diesen  erst  durch  Rechnung  abgeleitet  wer- 

den  muss. 

Wird  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  zuerst  auf  die  Gegen- 
wart und  dann  auf  das  Ende  des  arten  Jahres  zurückgebracht,  so 

ist  aus  No.  2) : 

l L , L , L ^ Ln  I 

12)  .S=  1^.  l,0p^  = l,0p^  L + i7ö^+i,Op3+-  i,Op»  1 

„ 1 — 1, Ojj-"  , l,0p^— l,0p-(”-^) 

= L.l,0p^— 0^— -L  , 00^ 

Dieser  W'erth  fällt  mit  No.  11)  und  No.  10)  zusammen. 

Wird  aber  der  W’^erth  zuerst  auf  den  Endpunkt  des  Zeitraums 
zurück  geführt  und  dann  rabattirt,  so  entsteht  aus  No.  3): 

13)  (1.0p-‘  + l,0p-H....  1.0,-+ 1) 

, 1,0p"  — 1 , l,0p-^—  l,0p-(”-^) 

“ ^ • 0,Öp . 1 ,0p«-*  “ ^ ■ 0,0p 

was  gleichfalls  mit  No.  10),  11)  und  12)  zusammenfällt. 

Die  Ausdrücke  No.  4)  — 6)  gehen  unter  der  dortigen  Voraus- 
setzung in  folgende  über: 

14) 

l.O».*^— 1 . l-l,0pi-(2"-2^)_  , l,0pi^*-l,0pi-^^°-‘^^> 

— öST,^ — -*-•  W 


0,0(,,  0% 

^ „ 1 — l,0pi-2" 

15)  S = L.l,0pi2*.  00^^ 

l,0pt^«  — 1 

— ^0,0pi.l,0pi2«-2*’ 

die  sämmtlich  den  gleichen  Inhalt  haben. 

Nicht  so  einfach  lassen  sich  die  Gleichungen  No.  7)— 9)  gehen. 
Die  a:  ersten  Glieder  in  No.  7)  lassen  sich  surnmlren  und  man 

erhält  dann : 
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17) 


Die  Reihe  in  No.  9)  gehet  über  in: 

18) 


''^1  +^”  - l)r)  + X(1  +(«-2)r)  + ...  L{\  +r)  +L] 

= k]l n 

I + (m  — a:)r^  ^2 


Die  Reihe  in  No.  8) : 

kann  nach  §.  13.  meiner  Anleitung  nöthigenfalls  sujnmirt  werden. 
Allenthalben  ist  r = 0,0y?  zu  setzen. 


§.  11. 

Auch  die  in  §.  9.  und  §.  10.  aufgestellten  Sätze  sollen  an  einem 
hesondern  Falle  verdeutlicht  werden.  Wir  wählen  hiezu  die  in 
§.8.  behandelte  Aufgabe,  deren  Inhalt  bekannt  ist  und  die  des- 
wegen zugleich  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  des  Calculs,  worauf 
der  Inhalt  von  §.  9.  und  §.  10.  ruht,  dient. 

Die  Summen  3000,  2900,  2800,  2700,  2600,  2500,  2400, 
2300,  2200,  2100  sind  am  Ende  der  zehn  folgenden  Jahre 
fä  llig.  Es  fragt  sich  : 

Wie  gross  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth? 

Wie  gross  ist  ihr  Werth  am  Ende  des  zehnten  Jahres 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  bei  ei n fachen  Zinsen, 

wenn  5 Procent  Zinse  gerechnet  werden? 

Zu  a.  Rechnung  mit  Zins  es  zinsen  für  den  gegenwärti- 
gen Werth. 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  1)  §.  9.  ist,  wenn  die  Tafeln 
benutzt  werden  : 


/ 
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3000  >900  2800  2700  2000  2300 

' ) ^ = W + TW  1 ,05=*  + 1,054  + 1,05*  1,056 

2400  ^300  2200  2100 

+ r03^  ^ 1,058  + 1,059  + 1,03>« 

= 3000 . 0,9523809  = 2857, 1 428 

2‘H)0. 0,9070295  2630,3855 

2800.0. 8638376  2418,7433 

2700.0. 8227025  2221,2967 

2600.0. 7835262  2037,1680 

2500.0. 7462154  1865,5385 

2400.0. 7106813  1705,6352 

2300.0. 6768394  1556,7303 

I 

2200.0. 6446089  1418,1396 

2100.0. 6139133  1289,2178 

19999,99^9 

also  ß=  19999,999  ....  = '20000,  wie  3iess  sei«  muss. 

Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  dieser  Zah- 
lungen zuerst  auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  und  dann  auf  die 
Gegenwart  zurück.  Nach  der  Gleichung  vor  No.  5)  hat  man: 

R = ® . 1 ,05H  2900 . 1 ,058  *2800 . 1,05^ 

-h  2700. 1,056  + 2600. 1,056+2500.1,054 
+ 2400 . 1,053  ^ 2300. 1,052  + 2200 . 1,05  + 2100). 


Der  Werth  der  in  Klammern  eingeschlossenen  Reihe  ist  in  No.  1) 
§.  8.  angegeben.  Es  entsteht  daher  : 


32577,892 

1,05>'> 


32577,892 
“ 1 ,6288946 


= 20000, 


wie  diess  sein  muss. 

Zu  b.  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  für  den  gegen- 
wärtigen Werth. 

«k 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  11)  §.  3.  ist: 


1 


y. 


*1 

? 

I» 


i 


/ 
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„ ;iOOO  . 2900  . -2800  . 2700  . 2600  . 2500 

3)  /<*!  - j Qg  +11  + 1 15  + 12  + 1,25  + 1,3 

. 2400  , 2300  . 2200  2100 

+ 1,35  + 1,4  + 1,45  ^ 1,5 

= 2857,14285  = 20573,7877.... 

2690,90909 

2434,78260 

2250.00000 

2080.00000 
1923,07692 
1777,77777 


1642,85714 

1517,24137 

1400,00000 

20573,78774. 

Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  säinmtücher 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Hiernach  ist : 

5 = 3000 . 1,45  + 2900 . 1,4  + 2800 . 1,35  + 2700 .1,3  + 2600 . 1,25 
+ 2500. 1,2  + 2400. 1,15  + 2.300 . 1,1  + 2200. 1,05  + 2100 
. =31650 

nach  §.  8.  Nun  rabattire  man  diesen  Werth  auf  die  Gegenwart. 
Dadurch  wird : 

S 31650 

4)  ^*“1,5~  1,5  — 

Man  sieht,  dass  die  in  No.  3)  und  No.  4)  gefundenen  Resul- 
tate weder  unter  sich,  noch  mit  No.  1)  und  No.  2)  übereinstimmen. 

Bestimmung  des  Werthes  sämratlicher  Zahlungen  für 

das  Ende  des  Zeitraums. 

a.  Dtirch  die  Reehniinfj  mit  Zinseszinsen. 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  8)  §.  6.  ist: 

.5)  3000.1,059+2900. 1,058+2800. l,05’^+2700. 1,056 

+ 2600 . 1,056  + 2500 . 1.05^  + 2400 . 1,053  + 2300 . 1,05^ 

+ 2200.1,05+2100 
= 32577,892, 

m 

wie  aus  §.  8.  No.  1)  zu  ersehen  ist. 


i 
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Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  sänimtlicher 
Zahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück.  Hiernach  ist,  wie  in  No.  1) 

angegeben  wurde: 

„=3000  ^ ^ ^ ^ ,0000. 


1,05  1,05*  1,053 


1,051" 


Diesen  Werth  führe  man  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück. 
Dadurch  entsteht: 

6)  S = RA ,05 10  = 20000 . 1 .05 1"  = 20000 . 1 ,6288946 

= 32577,892. 

h.  Durch  die  Rechnuiifj  mit  einfachen  Zinsen. 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  18)  §.6.  ist,  wie  schon  ange- 
geben  wurde: 

7)  =3000.1,45  + 2900.1,4  +2800.1,35+2700. 1,3  +2600.1,25 

+ 2500 .1,2  + 2400 .1,15  + 2300 .1,1+  2200 . 1 ,05  + 2100 

= 31650. 

Zweite  Auflösung.  Man  bringe  vorerst  den  Werth  sämmt- 
licher  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück.  Dadurch  entsteht,  wie 
oben  in  No.  3): 

+ + .^  = 20573, 7877..^ 

“ 1,05^  1,1  ^ 1,15^  1,5 

Nun  führe  man  ihn  auf  das  Ende  des  Zeitraums  über,  und  man 
erhält: 

8)  Ä2  = /?, . 1 ,5 = 20573,7877 .1,5  = 30860,681 6 . . . . 

Die  in  No.  7)  und  No.  8)  gefundenen  Resultate  stimmen  weder 
unter  sich  noch  mit  No.  5)  und  No.  6)  überein.  Hiedurch  bestä- 
tigt sich  die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes. 


§.  12. 

Zur  Verdeutlichung  des  Lehrsatzes  in  §.  10.  geben  wir  der 
Aufgabe  in  §.  11.  folgende  Form: 

Die  Summen  3000  , 2900  , 2800,  2700,  2600,  2500,  2400, 
2300  , 2200  , 2100  sind  je  am  Ende  der  zehn  folgenden 
Jahre  fällig.  Die  Zahlung  für  sämmtliche  Summen  soll 
am  Ende  des  sechsten  Jahres  gemacht  werden.  Wie 


r M 


\ 
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gross  ist  die  auszuzablende  Summe  am  Ende  dieses 
Jahres  bei  5 Procent  Zinsen 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  bei  einfachen  Zinsen? 

a.  Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  Auflösung.  Die  ersten  sechs  Zahlungen  müssen  auf 
das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertragen,  die  vier  letzten  auf 
den  nämlichen  Zeitpunkt  zurückgeführt  werden.  Nach  No.  1)  §.  10.  ist: 

.S = 3000  1 ,0.iö  + 2900 . 1 ,054  ^ 2800 . 1 ,05-4  + 2700.1 ,05^  + 2600 . 1 ,05 

. . 2400  . 2300  . 2200  . 2100 

+ _5Ü0  + j p.  + j > 1 053  + 1 054 

I 

= 3000. 1,2762816  = 3828,84468 
2900 . 1 ,2 1 55063  3524,96812 

2800.1,157625  3241,35000 

2700.1,1025  2976,75000 

2600.1,05  2730,00000 

2500  2500,00000 

2400.0. 95238095  2285,71428 

2300 . 0. 9070295  2086, 16779 

2200.0. 8638376  1900,44271 

2100.0. 8227025  1727,67519 


1) 


26801,91277 
S = 26801,9127.... 


Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  säinmtlicher 
Zahlungen  vorerst  auf  die  Gegenwart  zurück.  Hiernach  wird 
nach  No.  1)  §.  11. : 

..  3000  . 2900  . 2800  . 2100 

1,Ö5  + 1,052  + 1,053  + — i,05>«~ 

Dieser  Werth  erwächst  in  sechs  Jahren  zu  der  Summe : 

2)  S = Ä . 1 ,05«  = 20000 .1,056= 20000 . 1 .3400956 = 2680 1,912. 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  sämmtlicher 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Es  entsteht,  wie 
schon  in  No.  5)  §.  11.  angegeben  wurde: 

S,  = 3000 . 1,059  + 2900. 1 ,05»  + 2800. 1,05^  + ....  2200 . 1 ,05  + 2100 

= 32577,892. 


‘1 


t 
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W'ird  dieser  Werth  auf  vier  Jahre  rabattirt,  so  entsteht: 

3)  S = = 32577,892 . 0,822  7025  = 26801 ,912 ...'. 

Die  drei  gefundenen  Werthe  stimmen  überein. 

b.  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  7)  §.  10.  ist,  wenn  sämmtliche 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  sechsten  Jahres  zurückgebracht  werden : 

S,  = 3000 . 1 ,25  + 2900 . 1,2  + 2800 . 1 ,15  + 2700 . 1 ,1  + 2600 . 1 ,05 

2400  2300  . 2200  . 2100 

+ 2500+ jjQ5  + 11  + 1 15  + 12 

= 3750 
3480  ■ 

3220 

2970 

2730 

2500 

2285,714285 

2090,1)09090 

1913,043478 

1750,000000 


also : 

4) 


26689,66685 


Sj  = 26689,66685. 


Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  der  Zahlungen 
zuerst  auf  den  Anfang  des  Zeitraums  zurück.  Es  entsteht: 

3000  21H)0  . 2800  . 2100 


^4  “ 1,05  + 1,1 


j -|-  •••>  j g — 2Uo/o^7ö/  / 


nach  §.  11.  No.  3).  Bringt  man  nun  diesen  Werth  auf  das  Ende 
des  sechsten  Jahres  zurück,  so  erhält  man: 

5)  «2  = A‘i . 1,3  = 20573,7877 . 1,3  = 26745,92401 .... 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  der  Zahlungen 
auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Hiedurch  entsteht,  wie 
schon  in  No.  7)  §.  11.  angegeben  wurde: 

Si  = 3000 . 1,45  + 2900 . 1,4  + 2800 . 1 ,35  + ....  2100  = 31 650. 

Wird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertra- 
gen, so  ist : 


6) 


Si  31650 


= 26375. 


>^3  — 1,2—  1,2 

Man  siebt,  dass  die  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
gewonnenen  Werthe  nicht  nur  von  den  durch  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen  gefundenen  abweichen,  sondern  auch  unter  sich  ver- 

5* 
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gross  ist  die  auszuzablende  Summe  am  Ende  dieses 
Jahres  bei  5 Procent  Zinsen 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  bei  einfachen  ZinsenV 

a.  Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  Auflösung.  Die  ersten  sechs  Zahlungen  müssen  auf 
das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertragen,  die  vier  letzten  auf 
den  nämlichen  Zeitpunkt  zurückgeführt  werden.  Nach  No.  1)  §.  10.  ist : 

.S=3000  1,05«  + 2900 . l.OS^  -f  2800 . 1,053  + 2700. 1,052  + 2600. 1,05 

. . 2400  . 2300  . 2200  . 2100 

+ -500  + j-gj  + ^ 


= 3000.1,2762816 
2900. 1,2155063 
2800.1,1.57625 
2700.1,1025 
2600.1,05 


3828,84468 

3524,96812 

3241,35000 

2976,75000 

2730.00000 

2500.00000 


1) 


2500 

2400.0. 95238095  228.5,71428 

2300 . 0. 9070295  2086, 16779 

2200.0. 86.38376  1900,44271 

2100.0. 8227025  1727,67519 

26801,91277 

S = 26801,9127.... 


Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  sämmtlicher 
Zahlungen  vorerst  auf  die  Gegenwart  zurück.  Hiernach  wird 
nach  No.  1)  §.  11.: 

3000  2900  2800  2100 

^ ~~  1,05  + 1,052  ^ 1 ,053  + ••••  1 ;o5io - -0000. 

Dieser  Werth  erwächst  in  sechs  Jahren  zu  der  Summe : 

2)  .S = R . 1 ,05  6 = 20000 .1,056= 20000 . 1 ,3400956 = 2680 1,912. 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  \Verth  sämmtlicher 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Es  entsteht,  wie 
schon  in  No.  5)  §.11.  angegeben  wurde: 

«1  = .3000 . 1,059  + 2900. 1 ,05»  + 2800 . 1,057  + ....  2200 . 1 ,05  + 2100 

=32577,892. 


« 


— 73  — 

Wird  dieser  Werth  auf  vier  Jahre  rabattirt,  so  entsteht: 

3)  S = = 32577,892 . 0,822  7025  = 26801 ,912  ...'. 

Die  drei  gefundenen  Werthe  stimmen  überein. 

b.  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  7)  §.  10.  ist,  wenn  säramtliche 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  sechsten  Jahres  zurückgebracht  werden : 

S,  =3000. 1,25  + 2900. 1,2  + 2800. 1,15  + 2700. 1,1  + 2600. 1,05 

2400  . 2300  . 2200  , 2100 

+ -500+  J Q3  + j j + j ,g  + j 2 

= 3750 
.3480 
.3220 
2970 
2730 
2500 

2285,714285 

2090,909090 

1913,043478 

1750,000000 

26689,66685“ 


also : 


A,  = 26689,66685. 


Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  der  Zahlungen 
zuerst  auf  den  Anfang  des  Zeitraums  zurück.  Es  entsteht: 


3000  2900  . 2800 


2100 


1,05  + 1,1  ^ 1,15  1,5  -205/3,/8/7.... 

nach  §.  11.  No.  3).  Bringt  man  nun  diesen  Werth  auf  das  Ende 
des  sechsten  Jahres  zurück,  so  erhält  man: 

5)  «2  = . 1,3  = 20573,7877 .1,3  = 26745,92401 .... 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  der  Zahlungen 
auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Hiedurch  entsteht,  wie 
schon  in  No.  7)  §.  11.  angegeben  wurde: 

Si  = 3000 . 1,45  + 2900 . 1,4  + 2800 . 1 ,35  + ....  2100  = 31 650. 

Wird  dieser  Wertb  auf  das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertra- 
gen, so  ist : 

6)  ,S,  = ^=^*1^  = 26375. 

Man  sieht,  dass  die  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
gewonnenen  Werthe  nicht  nur  von  den  durch  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen  gefundenen  abweichen,  sondern  auch  unter  sich  ver- 
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schieden  sifid.  Die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes  wird  hie- 
durch bestätigt,'  denn  alle  sechs  Resultate  imissten  unter  sich 
übereinstimmen,  wenn  die  in  No.  4),  5)  und  6)  angewendete  Rech- 
nungsart auf  richtiger  Grundlage  ruhte. 

§.  13. 

Schlussbemerkung.  Ich  will  schliesslich  auf  einen  Um- 
stand aufmerksam  machen , der  mir  besonders  geeignet  scheint, 
die  Ungereimtheit,  wozu  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  führt, 
in  klares  Licht  zu  stellen. 

Soll  ein  Darleihen  K durch  jährlich  gleiche  Gegerizahlungen 
getilgt  werden  und  wird  zu  dem  Ende  der  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  wten  Jahres  ermittelt,  so  ergibt  sich  derselbe  nach  19). 

jc  a P ^t.^4.4.  ..  ,1 i_ 


§.  6. , wenn  man 


statt  r schreibt,  durch. 


1)  s=a:(i+^)-l[(1+ 


100 


HiH 


100 


Soll  nun  das  Kapital  durch  die  Gegenzahlungen  getilgt  sein,  so 
geht  S in  0 über  und  man  hat  die  Gleichung: 

2)  0 = K^n.K. 0,0p  — Ln— lL?i^. 0,0p  ^ sL?^.0,0;?. 

Hieraus  lässt  sich  n bestimmen.  Diess  führt  zu  der  Frage : I n wie 
viel  Jahren  wird  durch  Entrichtung  derjährlichen  Zinse 
von  p Procent  ein  Kapital  K nach  der  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  getilgt? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  bekannt,  und  Jedermann,  der 
Arithmetiker  wie  der  Nicht- Arithmetiker,  weiss,  dass  ein  Kapi- 
tal durch  Entrichtung  derjährlichen  Zinsen  nie  getilgt  wird  und 
nie  getilgt  werden  kann.  Man  weiss  also  auch,  welche  Antwort 
auf  die  aufgestellte  Frage  der  Calcul  geben  muss,  wenn  er  auf 
richtiger  Grundlage  ruht. 

Fragt  man  nun  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  um  die 
Antwort  auf  obige  Frage,  so  hat  man  7i  aus  der  Gleichung  No.  2) 
zu  bestimmen,  und  wird  durch  sie  (diess  ist  die  Folge  unrichtiger 
Grundlage)  eine  ganz  ungereimte  Antwort  bekommen.  Es  ist 
nämlich  : 


n^.^.0,0p  -f-  w [L  — K.0,0p  — ^.0,0/>]  = K 


oder 


«2  + 


L-  K. 0,0p  — \L. 0,0p  _ 2K 


4L . 0,0p 


71  = 


L.0,0p 


|1 





Wird  «tun  diese  quadratische  Gleichung  aufgelöst,  so  ergibt  sich: 

L - Ji^p  ~jir  ^/L-K.o,op 

L.Ö,0/>  L.Ü,0y^'*'V  L.0,0p  V 

Soll  nun  die  obige  Frage  beantwortet  werden,  so  hat  man  lür  L 
die  jährlichen  Zinse  von  dem  Kapital  K,  also  L = h.,0,0p  in 

, . ^ K. 0,0p- K. 0,0p 

No.  3)  zu  setzen  Hiedurch  entsteht,  tm  0^7 

A / “2  “.  . , . 4 pJOOOO;  . , . .i  TBOGOO  . \ 

4)  « = .iF\  * V ;>2  +4— p2  +*• 

Setzt  man  nun  hierin  p = 5,  so  ist:  = 4 -f  4 V3201  = 28,7h8t).... ; 

für  ;>=4  ist:  y«  = 4 + 4 VSÖÖl  = 35,8588.... 

Diese  Gleichung  sagt  also  aus:  Nach  der  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  ist  durch  Entrichtung  fü  n fp  r oce  nti- 
ger  jährlicher  Zinse  ein  Kapital  von  beliebiger  Grösse 
in  29;  durch  Entrichtung  vi  erpr  ocentiger  Zins-e  in 
36  Jahren  vollständig  getilgt  u.  s.  w. 

« 

Diese  Antwort  zeigt  wohl  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  aus  ihren  Consequenzen  ganz 
schlagend  und  unzweifelhaft.  Beantwortet  man  diese  Frage  durch 
die  Rechnung  mit  Zinseszinsen,  so  erhält  man  hierauf  eine  ganz 
richtige  Antwort. 

Der  Stand  einer  Schuld  bei  einem  dargeliehenen  Kapital  K 
ist  nach  No.  9)  §.6.,  wenn  es  durch  gleiche  Summen  (L)  getilgt 
werden  soll,  am  Ende  des  wten  Jahres: 

5)  S^K.UO/y'*— L(I,0/y«-i+  l,0yy«-2  + . 1) 


= K.  1,0/y"  — L .- 


l;0/y"  — 1 


0,0p 


Soll  die  Schuld  getilgt  sein,  so  wird  S = 0,  und  man  hat: 

L.1,0»"  — 1 ...  , „ „ L 

Man  erhält  zur  Bestimmung  von  7i: 

L 


6) 


'^^L- K.0,0p 

logl,0/y 


Fragt  man  nun,  wann  ein  Kapital  durch  Entrichtung  der  jährlich 
fälligen  Zinse  getilgt  sein  wird,  so  hat  man  auch  hierin  L = h .0,0p 
zu  setzen,  und  dann  entsteht: 


log 


Ä’.0,0/y 


7) 


_ " K.0,0/j  - K.0,0p_ 


lo 


1 

0 


71  = 


logl,0/y 


logl,0/y  logl,0/y’ 


I 
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lind  die  Hechnuiig  mit  Zinseszinsen  sagt  aus:  Durch  Entrich- 
tung der  Jahreszinsen  wird  ein  Kapital  erst  am  Ende 
eines  unendlich  grossen  Zeitraums,  d,  h.  nie  getilgt, 
denn  der  J^ogarithme  einer  unendlich  grossen  Zahl  ist,  wie  sich 
leicht  nachweisen  lässt,  seihst  unendlich  gross,  und  logl,0/i  ist,  da 
p sich  gewöhnlich  nicht  über  die  Einer  eihebt,  ein  Bruch,  daher 

' ielfaches'und  grösser  als  die  Einheit,  folglich  n 
ein  Vielfaches  des  ünendlichgrossen. 

Mit  dem  Beweise  der  ln  den  früheren  Paragraphen  aufsestell- 
ten  Lehrsätze  ist  nach  meinem  Dafürhalten  diesem  ^ Theile  der 
jiolitischen  Arilhmetik  mit  allem,  was  sich  daran  schliesst,  eine 
wissenschaftliche  Brundlase  Gesichert. 

Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ist  hei  der  Reduction  der 
Kapitalzahlun^en  auf  die  Gegenwart  oder  auf  einen  künftigen 
Zeitpunkt,  bei  Ermittelung  der  Werthe  der  Renten,  bei  gegen- 
seitigen Zahlungsleistungen,  bei  Feststellung  der  Werthe  von  Nutz- 
niessungen  u.  s.  w,  unzulässig,  und  muss,  weil  unrichtig,  ausge- 
schlossen werden.  Es  kann  sich  nicht  mehr  darum  handeln,  die 
oben  §.  2.  vorgelegte  Frage,  wie  manche  fSchriftsteller  meinen, 
unentschieden  zu  lassen  oder  der  VV  i 1 1 kü  h r anheim  zu  geben, 
ob  bei  Kapitalzahlungen  mit  einfachen  Zinsen  oder  Zinses- 
zinsen gerechnet  werden  soll.  Alle  Vermittlungs-Vorschläge  zwi- 
schen richtiger  und  unrichtiger  Rechnung  oder  der  Combination 
beider  Rechnungsarten  müssen  fallen,  sind  Halbheiten,  können  im 
Gebiete  der  Wissenschaft  keine  Stelle  finden  und  sind  eben  so  wenig 
in  der  Anwendung  auf  das  praktische  Leben  brauchbar. 

Hätte  man  sich  bemüht,  sich  die  Ungereimtheiten  klar  zu 
machen,  worauf  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  führt,  so  wären 
obige  Lehrsätze  schon  längst  aulgestellt  und  begründet  worden. 

Durch  die  gegebenen  Resultate  ist  nach  meinem  Dafürhalten 
auch  der  langjährige  Streit  in  der  .lurisprudenz  über  dle'richtige 
Berechnung  sw  eise  des  Interusuriums  entschieden,  denn 
eine  offenbar  unrichtige  Rechnungsart  (diess  ist  die  Hoffmann- 
sche  Methode)  kann  keine  Gesetzgebung  zulassen.  Sollte  es  den- 
noch geschehen  oder  geschehen  sein,  so  muss  sie  mit  der  Erkennt- 
niss  des  Richtigen  unweigerlich  aus  derselben  entfernt  werden, 
weil  eine  gute  Gesetzgebung  gegen  irgend  welche  Benachthelligung 
schützen  soll,  und  es  ist  offenbar,  dass  die  Hoffmann’sche  Me- 
thode den  einen  oder  den  andern  Theil  (Schuldner  oder  Gläubiger) 
benachtheiligt,  denn  sie  miithet  ihm,  weil  falsch,  unrichtige  Zah- 
lungsleistung: zu. 


Da  in  diesem  Kapitel  vorzüglich  auf  Anwendung  der  Im  vori- 
gen aufgestellten  Sätze  und  .\uflösung  von  Aufgaben  Rücksicht 
genommen  werden  soll,  so  sollen  zu  dem  Ende  einige  Bemer- 
kungen vorausgeschickt  werden. 

Die  Werthe  für  die  Ausdrücke 

’ i,V’  0,0/1  ’ o,0/> 


sind  für  verschiedene  Zinsfüsse  {p)  und  Zahl  der  Jahre  (n,  1 bis 
100)  in  den  hierüber  bestehenden  Tafeln  zu  finden  und  ich  ver- 
weise in  dieser  Beziehung  auf  meine  Anleitung,  wo  dieselben  bis 
auf  sieben  Decimalstellen  angegeben  sind. 


Die  Ausdrücke  und  — werden  daher  im- 

i),0p  0,0/? 

nier  und  gerade  deswegen  als  ein  ganzes  oder  als  eine  Grösse 
behandelt  werden , weil  sich  hiefür  die  bezüglichen  Werthe  aus 
den  Tafeln  direct  einführen  lassen,  wodurcli  die  Rechnung  sehr 
erleichtert  wird  Die  Werth  - Berechnung  dieser  Ausdrücke  durch 
Logarithmen  halte  ich  nicht  für  zweckmässig.  Wie  sie  am  leich- 
testen  in  einzelnen  Falle  durchgeführt  wird,  ist  an  den  betreffen- 
den Orten  meiner  Anleitung  gezeigt  und  ich  verweise  hierüber 
für  den,  der  keine  solche  Tafeln  besitzen  sollte,  dorthin.  Die 
Rechnung  mit  Logarithmen  wird  überhaupt  im  Folgenden  so  viel 


0 

% 


I 


t 


i 


% ^ 
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als  möglich  vermieden  werden,  einmal  «eil  durch  sie  mit  Sicher- 
heit nur  auf  sechs  Decimalstellen  hei  den  iiewöhnlichen  Tafeln 
gerechnet  werden  kann,  und  dann  weil  sich  bei  dem  geringsten 
Versehen  in  der  Rechnungsoperation  Fehler  einschleichen,  die 
durch  die  Ausführung  der  Multiplikation  sicherer  vermieden  wer- 
den, zumal  wenn  man  Multiplikationstafeln  (z.  B.  die  von  Grelle) 
benutzt,  wodurch  die  Rechnung  sehr  erleichtert,  beschleunigt  und 
in  der  Regel  sicherer  und  eine  grössere  Anzahl  von  Decimal- 
stellen gewonnen  vvird,  die  bei  grössern  Summen  nicht  gut  ver- 
nachlässigt werden  können.  Nur  wo  die  Rechnung  mit  Logarith- 
men nicht  umgangen  werden  kann,  wie  hei  Divisionen  mehrstelliger 
Zahlen,  wird  sie  beihehalten  werden. 

Da  im  Folgenden  in  geeigneten  Fällen  auf  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  zur  Rechtfertigung  der  im  vorigen  Kapitel  auf 
gestellten  Lehrsätze  Rücksicht  genommen  werden  wird,  so  theile 
ich  zwei,  eigens  hiefür  berechnete  Tafeln  mit,  wodurch  die  Aus- 
führung der  erforderlichen  Rechnungen  sehr  erleichtert  und  ahsre- 
kürzt  wird.  Sie  erstrecken  sich  auf  .10  Jahre  bei  den»  Zinsfuss  5. 
Um  übrigens  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  derartiger  Rech- 
nungen zu  haben,  soll  hier  die  in  meinei  Anleituns;  §.  13.  gege- 
bene Formel  mitgetheilt  werden,  die  den  gegenwärtigen  Werth  von 
n gleichen,  jährlichen  Zahlungen  K bei  einfachen  Zinsen  und 
dem  Zinsfuss  p bestimmt.  Sie  ist 


I ,ü/>  ^ 1,02/4  + 1 ,03/4  + • • 1 ,0vp 


= 100.  A f 


■ rl.t?(l00T?t/>) 


2(10Ö+»/4)  I2(i()0+w/r)2+ 120(100+«^^ 


um  i,  ^ t P“ 

^ P 2(i00+/4)~  12(100+7»)’*  ^ 120(100+7)^ 


252(100 + w/»)6 


• • • • J 


....] 


Die  VVerthe  für  R ergeben  sich  hieraus  um  so  leichter,  je  grösser 
n ist.  Bei  der  Anwendung  hat  man  natürliche  Logarithmen  ein 
zuführen.  Bei  einerlei  Zinsfuss  {p)  bleibt  der  Werth  der  zweiten 
Reihe  (Gonstante)  für  jedes  u unverändert,  und  man  hat  ihn  sofort 
nur  einmal  zu  berechnen. 


:) 


Tafel  F. 


^ Werth  des  Ausdrucks 


100 


100  + «/? 

bis  50. 


für  />  = 5 und  w von  1 


Jahr 

1 

Jahr 

1 

1 

0,952380952380 

26 

0,434782608695 

0,909090909090 

. 27 

0,425531914893 

3 

0,869565217391 

28 

0,416666666666 

4 

0,8333333333-33 

29 

0,408 163265306 

3 

0,800000000000 

30 

0,400000000000 

6 

0,7692-30769230 

31 

0,392 156862745 

7 

0,740740740740 

32 

0,.384615. 384615 

8 

0,714285714285 

.33 

0,377358490566 

9 

0,689655172413 

34 

0,370370370370 

10 

0,666666666666 

35 

0,36.3636363636 

11 

0,645161290322 

.36 

0,357142857142 

12 

0,625000000000 

37 

0,350877 192982 

13 

0,606060606060 

38 

0,344827586206 

14 

0,588235294117 

39 

0,338983050847 

15 

0,571428571428 

40 

0,3.333.33333333 

16 

0,5555555555.55 

41 

0,327868852141 

17 

0,540540540540 

42 

0,322580645161 

18 

0,526315789473 

43 

0,317460317460 

19 

0,5128205128-20 

44 

0,312500000000 

20 

0,500000000000 

45 

0,-307692.307692 

21 

0,48780487804« 

46 

0,-303  030 30.3030 

22 

0.476190476190 

47 

0,298507462686 

23 

1 

0, 465 1 !62790()9 

48 

0,294117647058 

24  1 

0,454545454545 

49 

0,289855072463 

25 

! 0,4444444-14444 

50 

0,285714285714 

6* 


I 

I 


I 


mm 


H) 


T a f e I II. 


Wertli  der  Reihe 


i,o/>  \mp  ^ i,03;>  + •••■  i:o»p  ^ 


71  = t bis  50. 


i Jiihr  j 


1 

0,9523809524 

26 

16,378951  7768 

2 

1,8014718615 

27 

16,8044836917 

3 

2,7310370789 

28 

17,2211503584 

4 

3,3643704122 

29 

17.62931.36237 

5 

4.364.3704122 

30 

18.0293136237 

6 

5,1336011814 

31 

18,4214704864 

7 

5,8743419222 

32 

18,806085871 1 

8 

6,5886276.364 

33 

19,1834443616 

9 

7,2782828089 

34 

19,5538147320 

10 

7,9449494755 

35 

19,9174510956  ' 

11 

8,5901107659 

36 

20,2745939528 

12 

1 9,2131107659 

37 

20,625471  1458 

13 

9,821  1713719 

38 

20,97029873-20 

14 

10,4094066660 

39 

21,3092817828 

15 

10,9808352.375 

40 

21,6426151161 

16 

11,3.363907930 

41 

21,9704839686 

17 

12,076931 3.336 

42 

22,29306461.38 

18 

12,6032471-230 

43 

2-2,6105-249312 

19 

13,1160676.358 

44 

22,9230249312 

•20 

13,6160676358 

45 

2.3,2307172.389 

21 

14, 1038725139 

46 

2.3,533747541 9 

.22 

14,5800629901 

47 

2.3,8.322550046 

23 

15,0451792692 

48 

24, 1-26372651 7 

24 

15,4997-247237 

49 

-24,4162277-242 

25 

15,9441691681 

50 

24,7019420099 
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§.  15. 

Jemand  hat  vun  seinem  Gläubiger  ein  Darleihen  er- 
halten und  zahlt  ihm  je  am  Ende  der  folgenden  neun 
Jahre  die  Summe  300  und  am  Ende  des  10 teu  Jahres  die 
Summe  10500.  Wie  gross  ist  bei  5 Pro c ent  Zinsen  die 
Summe,  welche  er  von  seinem  Gläubiger  erhalten  bat? 
u n d 2 w a r 

a)  mit  Z i n s e s z i n s e n , 

b)  mit  einfachen  Zinsen. 

Auflösung,  ln  beiden  Fällen  hat  man,  um  die  Frage  zu 
beantworten,  den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  die  Gegen- 
wart zurückzubringen. 

Zu  a).  Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt  folgenden  Werth  (R) : 

500  500  509  300  10500 

^ ~ 1,03  ^ 1,052  + 1,053+  ••  1,05«  + 1,05‘" 

1-1,05-«  10300 

0,03  + 1,051«' 

.Man  erhält  aus  den  Tafeln  bietür 
1 ) R = 500 . 7, 10782 1 7 -f  10500  X 0,6139133 

= 3353,91085+6446,08912  = 9999,9999 .... 

= 10000. 

Zu  b).  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  folgenden 
Werth  (ßi): 


500 

. 500  . 

500 

” 1,05 

+ 1,1  + 1,15  + - 

= 500( 

' 1 1 

1 

J,05  + 1,1  + 1,15 

500  10500 

1,45+  1,5' 


10300 


Aus  der  Tafel  II.  und  1.  erhält  man 

2)  ßi  = 300 . 7,278282808  + 10500  x0,666666.... 

= 3639,14140  + 7000  = 10639,141. 

Hätte  der  Schuldner  während  19  Jahren  jährlich 
die  Summe  500  und  am  Ende  des  20sten  Jahrs  10500  ge- 
zahlt, und  fragt  man  nach  der  Grösse  der  Summe, 
welche  er  von  seinem  Gläubiger  erhalten  hat,  so  he- 
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stimmt  sich  j.ach  derselben  Auf Iösiin4s«  eise  der  eeKenuärtiire 
Werth  dieser  Schuld  ” ^ 

a)  durch  die  Rechnung  mit  Zitiseszinsen 

H = ^^0  . 500  500  10500 

1,05  ^ 1,Ö5‘^  ^ 1,053 ],05»9  ^ 1,0520 

_ xnn*- ‘>05-19  , 10500 
1,05  + 1,0520  • 

iNach  (len  Tafeln  ent^^teht 


’i)  A’  = 500 . 12,085:1200  + 10500 . 0,:i768Sy5 

= 0042,6004  + :3957,3395  = 9999,9009  .... 

= 10000. 

$ 

b)  Riirch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 


4) 


^ , 500  , 500  . 500  105000 

1,05+  U +1,15+  •T;y5  + ^ 


2 


“ U,05  + 1, 1 + Rl5  + ••  • nis)  + 

= 500. 13, 160070358  >5250 
= 0558,03381  > 5250  = 1 1808,0338 .... 

Die  hier  durch  beide  Rechnungsarten  erhaltenen  Resultate 

No.  I und  2;  3 und  4 sind  sehr  verschieden.  Die  Rechnun»  mit 

Zinseszinsen  sagt  aus,  dass  der  Schuldner  in  beiden  Fällen  gleich 

viel  erhalten  hat;  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  stellt  die 

Schuld  im  ersten  F.alle  auf  10639,14,  im  zweiten  Falle  sogar  auf 
11808,0:33  fest.  «i,ar  am 

Es  ist  aber  einleuchtend,  dass  wenn  Jemand  während  einer 
Reihe  von  Jahren  hei  5 Procent  Zin.sen  jährlich  an  seinen 
iiläubiger  die  Summe  500  und  am  Ende  des  letzten  Jahres  10500 

Zahlungen  von  der  Aufnahme  eines  Kapitals 
von  10000  herrühren,  also  diesem  Kapital  an  Werth  gleich- 
kommen ; denn  aOO  sind  die  jährlichen  fünfprocentigen  Zinse 
hievon  und  die  letzte  Zahlung  10500  = 10000  >500  enthält  das 
Kapital  seihst  und  den  zugehörigen  Jahreszins.  Damit  ist  oflFen- 
bar  die  Schuld  von  10000  (nicht  mehr  wie  die  Rechnung  mit  ein- 
lachen  Zinsen  angdht)  getilgt.  Die  Dauer  des  Zeitraums,  während 
welches  das  Kapital  benutzt  und  verzinst  wurde,  ist  ganz  gleich- 
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^ültig,^und  die  längere  Dauer  der  Benutzung  erhöht  die  Grösse 
der  Schuld  durchaus  nicht. 

Hiemit  stimmt  die  Aussage  der  Zinszins -Rechnung  genau 
libereiii,  während  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ganz  un- 
gereimte Resultate  aufstellt.  Das  Gesagte  wird  seine  Bestäti- 
gung an  der  Beantwortung  folgender  Frage  linden. 

Jemand  hat  ein  Kapital  von  10000  auf  zehn  Jahre 
zu  fünf  Procent  Zinsen  aufgenommen  und  zahlt  am 
Ende  der  neun  eisten  Jahre  500,  am  Ende  des  zehnten 
10500.  Ein  andermal  hat  er  dieselbe  Summe  unter  den 
gleichen  Bedingungen  aufgenommen,  und  zahlt  in  den 
ersten  19  Jahren  500,  im  20s4en  Jahre  10500.  Wie  gross 
ist  der  Stand  der  Schuld  in  beiden  Fällen  am  Ende  des 
Zeitraums? 

a)  bei  Zinseszinsen, 

b)  bei  einfachen  Zinsen. 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen.  INach 
Nr.  9.  §.  6.  ergibt  sich  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehn- 
ten Jahres,  wenn  man  die  im  letzten  Jahre  fällige  Summe  10500 
in  10000 -f  500  autlöst,  und  /?  = 5,  L\  = = . . . . //«-i  = 500, 

Ln  = 10500,  M = 10  und  Ä = lOüOO  schreibt: 

S = 10000. l,05i^-(500. 1,05^-f  500.1,05«+  ••500)  - 10000 

I 1 

= 10000.1,0510—500.-^^^  - 10000. 

-V  • 

Aus  den  Tafeln  erhält  man 


!l 


4 


5) 


S = lüüOü.  1,0288940  — 500. 12,5778925—  10000 
= 10288,940  - 10000  —0288,940  = 0. 


Setzt  man  nun  7^  = 20  unter  den  gleichen  Bedingungen,  so  ent 
steht  für  die  zweite  Frage: 

Ä = 10000. 1,0520  — 500(1, 05‘9>l,05i8>....l,05>  l)-10000 

4 O152O ] 

= 10000 . 1,0520  _ 500  Q-Q^  - 10000 
= 10000.2,0532977  - 500. .33, 0059541  - 10000. 


0) 


S = 20532,977  - 10532,977  - 10000  = 0. 


I 


ff 
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Aullüsuiig  durch  die  Rechnung  mit  eini'achen  Zinsen.  Nach 
No.  19)  und  23)  §.  6.  ergibt  sich  der  Stand  der  Schuld,  wenn  K— 10000, 

5 

n =10,  r = Li=L^  = ....  L„_i  = 500  und  L„  = 10500 
= 10000+500  gesetzt  wird: 

7) 

S,  = 10000.1.5  - 500(1,45  + 1,4  + ....  1,05  + 1)  - lOOtK) 

0 1^  IO 

= 15000  - 500^- - 10000 
= 5000  - 6125  = -1125. 

Wird  aber  hei  den  eben  angegebenen  Werthen  w = 20  gesetzt, 
so  ist  der  Stand  der  Schuld  ini  zweiten  Falle: 

8) 

10000x  2,00  - 500(1,95  + 1,9  + 1,85....  1,05  + 1)-  10000 

9 U5  90 

= 20000  - 500  - lOOOO 

= 10000  — 14750  = — 4750. 

Während  nun  die  Zinszinsrechnung  aussagt,  dass  der  Schuldner 
durch  die  in  beiden  Zeiträumen  geleisteten  Zahlungen  seine 
Schuld  vollständig  getilgt  hat,  wie  diess  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  behauptet  die  Hechnung  mit  einfachen  Zinsen,  dass  der 
Schuldner  im  ersten  Falle  durch  die  obigen  zehn  Zahlungen  1125 
und  im  zweiten  Falle  durch  zwanzig  Zahlungen  4750  zuviel  ge 
zahlt  und  daher  diese  Summe  zurück  zu  erhalten  habe.  Das  sind 
offenbare  Ungereimtheiten,  die  noch  stärker  hervortreten  würden, 
wenn  man  die  angeblichen  Schuldsummen  von  10639,14  und 
11808,033  mit  den  eben  genannten  Zahlungen  (500  und  10500) 
vergliche  und  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  und 
zwanzigsten  .lahres  ermitteln  würde. 

§.  16. 

Wie  gross  ist  der  gegeinvärtig  e Werth  einer  jähr- 
lich fälligen  unverzinslichen  Summe  von  2000  (Rente), 
die  10-,  20-,  30-,  40-,  50-,  100-  oder  1000m al  ausgezahlt 
wird,  bei  fünf  P r o c e n t Zinsen: 

a)  wenn  Z i n s e .s  z i n s e , 

b)  einfache  Zinse  gerechjiet  werden? 
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der  einer  iOüOjährigen  ist: 

D ,w.nn  1-1,05-10««  200.100  2000.100 

«,000 OUU pg— 


= 40000— 


40000 
1,051«««  ’ 


Der  zweite  Ausdruck  ist  mit  Logarithmen  zu  rechnen.  Es  ist 
lg  1051«««=:  1000  lg  1,05  = 21,1892901. 


Hieraus  wird 


Ig40000  = 4,6020600 
lgl,05i«««  = 21,1892991 

0,4127609  — 17 


l\  um.  0,4127609  — 17 


^867^ 

1023 


oder  die  hiezu  gehörige  Zahl  ist  ein  Decimalbruch,  der  nach  dem 
Komma  16  Nullen  stehen  hat.  Es  ist  daher 

/t*,„oo  = 40000-=^^  = 39999,9999.... 

Oder  der  Werth  von  ß,ooo  >st  eine  mit  einem  Decimalbruche  be- 
gleitete Zahl,  dessen  16  erste  Ziffern  nur  die  Zahl  9 enthalten, 
und  daher  nicht  von  40000  zu  unterscheiden. 

Auflösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth  einer  jährlich 
fälligen  Summe  ergibt  sich  unter  den  gleichen  Voraussetzungen 
wie  oben  bei  einfachen  Zinsen  durch: 

K K K K 

•_)  — j ^ f j 4 ... . j 

= + 1,Ö2/^  + MT3/^  ^ 

Führt  man  nun  die  erforderlichen  W'erthe  ein,  benutzt  die  Tafel  II. 
§.  14.,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  einer  lOjährigen  Rente: 

«10  = + ij  + i;T5  + ••••  Ls) 

= 2000.7,944949475  = 15889,8989....; 
der  einer  20jährigen  i.st: 
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(l4)5  1,1  + 1,15  + ••  2) 

= 2000. 13,616067636  = 27232,1352....; 

dpr  einer  30jährigen  ist: 

iOOO  + ....  ,±^) 

= 2000. 18,029313623  = 36058,6272 .. . . ; 
der  einer  fOjährigen  ist: 

«40 = (qj3  + i7i  + L15  + ■ 3) 

= 2000.21,642615116  = 43285,2302.... ; 
der  einer  50jährigen  ist: 

«60  = 2000  + O + 05  + • ••  33) 

= 2000 . 24,701942009  = 49403,8840 .... 

Der  einer  100jährigen  berechnet  sich  ans  ]\o.  l)  §,  14.,  nenn  p=5, 
« = 100,  — 2000  geschrieben  wird,  und  es  ist: 

«»00  = -tWO  + l7l  + r,15  + ' • • • 6,Öö) 


= 2000001  ' 


2.600  12 .6002  + 120 . 600*  •” 


53 


— 200000 


log  105 


1 


5 


2.105  12. 1052 + 120. 105*  *• 

5 125 


5» 


1 


_ orui/mri  I 6,39692966  , 1 

--uuuurrj  g + 120Ö  12.36. 10*~120.1296.1Ö8- 


— 200000 


4,65396035 
5 ' 


1 


+ 


210  132300  ' 252.105.4410”" 


1 


Werden  nun  die  angezeigten  Geschäfte  ausgeführt,  so  erhält  man 
für  die  beiden  eingescblössenen  Reihen  folgende  Zahlenwerthe : 


1,279385932 
+ 0,000833333 
1,280219265 
—0,000000115 
1.280219 150 


0,930792070 
—0,004761904 
0,926030166 
-0,0000.37792 
0,925992374 
+ 0,000000008 
0,925992382. 
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LMe  ispäterii  Glieder  in  beiden  Reihen  inüuiren  nicht  mehr  aut 
die  betreffenden  Üecimalstellen.  Hieraus  ist,  wenn  man  letztem 
von  ersterm  abzieht: 

A’iüo=‘‘^0WK)0[l,28021915()— 0,925992382] 

= 200000.0,354226768  = 70845,3536. 

Der  Werth  einer  1000jährigen  Rente  ist,  wenn  «=1000  in  INo.  I) 
§.  14.  neben  den  genannten  Werthen  geschrieben  wird: 


( rk  + !7i  + ii + • • • ‘ 5w) 
200000 1 + ‘ 


- 200000  [ 


I 5 

log  105 


I .... 


2.5100  12.51002 

1 5 53 


I 


I 


R,„oe=‘:^0000[^ 


5 2.105  12.1052+ 120. 1054  •••• 

oder  da  der  Werth  der  zweiten  Reihe  schon  bestimmt  ist: 

8,53699582  1 5 i 

5 + 10200 — 612. 51ÖÖ0Ö  '"  I 

— 200000.0,925992382. 

i\lan  erhält,  wenn  die  Zahlen» erthe  bestimmt  werden,  fiir  die 
Glieder  der  ersten  Reibe : 

+ 1,707399164 
+ 0,000098039 
+ 1,707497203 
-0,000000016 
1,707  4(F7 187, 

und  hieraus : 

ßiooü  = ‘200000[1,707497187  - 0,925992382J=  1.56300,9610. 

Man  sieht  aus  den  erhaltenen  Resultaten,  und  diess  ist  der 
Zweck  der  gegebenen  Aufgabe,  w ie  unverhältnissmässig  die  Werthe 
der  Renten,  die  mit  einfachen  Zinsen  berechnet  werden,  gegen- 
über den  Wertben  derselben  Renten,  die  sich  aus  der  Rechnung 
mit  Zinseszinsen  ergeben,  wachsen.  Diess  führt  zu  folgender 
Zusammenstellung:  ' 


10  Jahre 

20  J. 

30  J.  40  J. 

50  J. 

100  J.  j 

1000  J. 

15443,46 

15889,99 

24924,42 

27232,13 

I 30544,90 
36058,62 

34318,17 

43285,28 

36511,85 

49403,88 

39695,82 

70845,35 

39999,999 

156300,961 

Die  erste  Horizontalreihe  gibt  die  aus  der  Rechnung  mit  Zinses- 
zinsen sich  ergebenden  Rentenwerthe,  die  zweite  die  aus  der 
Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  sich  ergebenden  für  die  angezeigte 
Zahl  von  Jahren. 

Nun  ist  bekannt  und  jedes  Rechenbuch  lehrt,  dass  eine  be- 
ständige Rente  das  Sovielfacbe  der  Rente  ist,  als  der  Zinsfuss 
in  der  Zahl  100  enthalten  ist,  dass  also  eine  beständige  Rente 
von  2000  keinen  hohem  Werth  als  40000  haben  kann,  und  dass 
sich  die  Rentenwerthe  von  bestimmter  Zeitdauer  nach  §.13.  No.  7) 
mit  der  Zunahme  der  Zeit  einer  festen  Grenze  mehr  und  mehr 
nähern,  ohne  sie  überschreiten  zu  können.  Dagegen  behauptet 
die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  dass  die  Rentenwerthe  mit 
der  Zunahme  der  Zeit  ohne  Gr-enzen  »vachsen,  wie  diess 
hier  klar  vorliegt,  dass  schon  eine  40jährige  Rente  von  2000  einen 
hohem  Kapital wertb  (43285,28)  sichere,  als  der  Kapitalwertb 
(40000)  einer  beständigen  Rente  von  derselben  Grösse  gibt 
Alles  diess  ist  unhaltbar  und  ungereimt.  Das  Gesagte  gibt  Ver- 
:tnlassung,  die  Kehrseite  dieser  Frage  bervorzuheben  und  führt 
zu  folgender  Aufgabe. 
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§.  17. 

Ein  Schuldner  hat  ein  Kapital  von  40000  aufgenom- 
men und  verzinst  es  zu  5 P r o c e n t.  Welches  ist  der 
Stand  der  Schuld  unter  dieser  V'oraussetzung  nach 
20 , 30  und  40  Jahren 

a)  bei  der  Rechnung  mit  Z i n s e s z i n s e n ? 

b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  lässt  sich  leicht  geben.  Denn  wenn 
der  Schuldner  jährlich  während  irgend  einer  Reihe  von  Jahren 
nicht  mehr  als  die  bedungenen  Zinse  zahlt,  so  bleibt  die  Schuld 
uugetilgt,  also  unverändert  die.selbe. 

Fragt  man  nun  die  beiden  Rechnungsarten,  so  geben  sie  fol- 
gende Antwort. 

Auflösung  zu  a).  Die  jährlichen  5procentigen  Zinsen  von 
40000  betragen:  40000.0,05  = 2000.  Werden  diese  20mal  «e- 
zahlt  und  vergleicht  man  Ende  des  20sten  Jahres  die  Forderung 
des  Gläubigers  mit  den  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  so 
erhält  man  nach  No. 8)  §.7.  den  Stand  der  Schuld,  wenn  Ä'=  40000, 
L = 2000,  ^ = 5 und  » = 20  geschrieben  wird: 
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„ I (»«20 1 

«20  = 4Ü0ÜÜ.  1,052« -2000.^^^ 

0,05 

= 40000 . 2,653‘2977  - 2000 . 33,0659541 
= 106131,908  — 66131,908  = 40000. 

Khen  so  erhält  man  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  30sfeti  .lahres : 

S3,,  = 40000 . 1,053«  - 2000 . * 

II,Ü5 

= 40000 . 4,3219424  — 2000 . 66,4388475 
= 172877,696- 132877,695  = 40000. 

Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  40sten  Jahres  ist: 

S40  = 40000 . l,054o_  2000  • 

0,05 

= 40000 . 7,0399887  - 2000 . 1 20,7997742 

= 281599,548  — 241 599.548  = 40000. 

Auflüsung  zu  b).  Durch  die  Rechnung  mit  eintächen  Zin- 
sen erhält  man  nach  §.  6.  No.  23)  für  den  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  20sten  Jahres: 

S20 = 40000 .2,00  — 2000 . . 20  = 80000  — 59000  = 21 000. 

4 

Hiernach  wären  durch  Zahlung  der  Jahreszinse  19000  am  Ende 
des  20sten  Jahres  am  Kapital  getilgt. 

Nach  30  Jahren  ist  der  Stand  der  Schuld: 

S30  = 40000 . 2,5  - 2000 . ^ . 30  = 100000  — 1 03500  = — 3500. 

Durch  Entrichtung  der  einfachen  Jahreszinse  wäre  hiernach  am 
Ende  des  30sten  Jahres  das  Kapital  nicht  nur  getilgt,  sondern 
der  Schuldner  hätte  noch  an  den  Gläubiger  3500  zu  fordern. 

Nach  40  Jahren  ist  der  Stand  der  Schuld: 

S40  = 40000 . 3,00  — 2000 . ^ . 40  = 120000  — 158000  = - 58000. 

Das  Kapital  wäre  durch  Entrichtung  der  40jährigen  Zinsen  nicht 
nur  getilgt,  sondern  der  Gläubiger  hätte  sogar  noch  58000  an  den 
Schuldner  herauszuzahlen. 

Man  sieht  auch  hier,  dass  die  Zinseszins- Rechnung  richtige 
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Antw'orten  und  Resultate  gibt,  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
aber  unrichtige  und  ungereimte,  die  um  so  stärker  hervortreten, 
je  grosser  die  Zeitdauern  sind. 

18. 

j Jemand  will  ein  Gut  verkaufen,  worauf  ihm  drei  An- 

T erbieten  geniacht  werden.  A bietet  30600  haar;  B bie- 
tet 15000  haar  und  am  Ende  der  folgenden  zehn  Jahre 
. je  2000;  C bietet  7000  und  am  Ende  der  folgenden  zehn 
Jahre  je  3000.  Welches  i s t d as  vor th eilh afteste  Aner- 
bieten, wenn  5 Procent  Zinsen  gerechnet  werden 

(a)  bei  der  Rechnung  mit  Z i n s e s z i n s e n ? 
b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 

j Um  die  vorstehende  Frage  zu  beantworten,  kann  man  den 

Werth  der  angebotenen  Zahlungen,  da  sie  nicht  gleichzeitig  sind, 
entweder  auf  die  Gegenwart,  oder  auf  den  Zeitpunkt  der  letz- 
ten Zahlung,  oder  auf  irgend  einen  andern,  aber  bestimmten 
Zeitpunkt  zuröckbringen. 

Erste  Auflösung  zu  a).  Man  bringe  die  Werthe  der  An- 
erbieten von  B und  C auf  die  Gegenwart  durch  Rabattirung  auf 
zehn  Jahre  zurück.  Hiernach  ist  das  Anerbieten  von  B werth ; 

2000  2000  2000  . 2000 

R2_1oOOO+  + 1,05^+  1,053+  1,051^ 

1 1 05—1^ 

= 15000  + 2000 . ~ 

= 15000  + 2000.7,7217349  = 15000  + 15443,4698 
= 30443,4698. 

I 

Das  Anerbieten  von  C ist  werth: 

I T.,-  . 3000  . 3000  . 3000  . 3000 

i + 1,05  + 1,052  ^ 1,053  + • ••  1,05'« 

‘ 1 — 1 05-1« 

= 7000  + 3000.— =7000  | 3000.7,7217349 

= 7000  + 23165,2047= 30165,2047. 

I Zweite  Auflösung.  Die  \Verthe  aller  drei  Anerbieten  sind 

I auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  znrückzubrlngen.  Das  Aner. 
i bieten  von  A ist  demnach  werth  : 
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]Vi  = 30600. 1,0510  = 30600. 1,6288046  = 49844,1775. 

* . ' . ' ' 

Das  Anerbieten  des  B ist  vverth  : 

H'2=  15000. 1,0510+2000. 1.05H2000. 1,058+2000. 1,05^..+2000 

1 0510 1 

= 15000 . 1.0510  + 2000 . — 

= 1 5000 . 1,6288946  + 2000 . 1 2,5778025 
= 24433,4104  + 25155,7850  = 40580,2044. 

Das  Anerbieten  von  C ist  werth  : 

1+3  = 7000 . 1,0510+ 3000 . 1 ,059+3000 . 1 ,058+.3000 . 1,051^ +...  3000 

1 0510 1 

= 7000 . 1,05 10 + 3000 . 

0,05 

= 7000 . 1 ,6288046  + 3000 . 1 2,5778025 
= 11402,2623  + 37733,6776  = 40135,9390. 

Dritte  Auflösung.  Man  wähle  irgend  einen  andern  Zeit- 
punkt, etwa  das  Ende  des  fünften  Jahres,  und  bringe  den  Werth 
der  drei  Anerbieten  hierauf  zurück.  Man  hat  dann  die  Summen 
zu  bestimmen,  wozu  die  früher  fälligen  Kapitalien  anwachsen  und 
die  später  fälligen  zu  rabattiren. 

Das  Anerbieten  des  A ist  am  Ende  des  fünften  Jahres  werth  : 

1 +1  = 30600 . 1 ,058  30Ö00 . 1 ,2762816  = 39054,21 58. 

Das  Anerbieten  des  B ist  werth  : 


1+2  = 15000.1,058  + 2000(1,054  + 1,053+  1,05* +1,05+  I) 


+ 2000 


(ri 


+ 


1 


05  ' J,052 


+ 


-L.) 

• •1,058 J 


= 15000 . 1 ,058  ^ 2000.  + 2000 . 

= 15000 . 1,276281 6 + 2000 . 5,5256313  + 2000 . 4,3204767 
= 10144.2234  + 1 1 051,2625  + 86.58,0533  = 38854,4302. 

Das  Anerbieten  des  C ist  werth: 

»3  = 7000. 1.055  + 3000(1,054+  1,05^  f 1,05^  | |,05  f I) 

f 3000  + j j-  . . . . j 

=7000. 1,2762816  + 3000.5,5256313  + 3000.4,3204767 
= 8933,0712+  16576,8030+  12988,4301  = 38400,29.52, 
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Erste  AuMösung  zu  b).  Bringt  man  die  angegebenen  Sum- 
men mit  einfachen  Zinsen  auf  die  (»egenwart  zurück,  so  ist  das 
Anerbieten  von  B jetzt  werth  : 

117  . 2000  . 2000  , 2000  2000 
»,=15000+  ^+  + +-Ty 

= 15000  + 2000 . 7,944940475 
= 15000  + 15889,89895  = 30889,80805. 

I 

✓ 

Das  .Anerbieten  von  C ist  jetzt  werth : 

»,=7OOO  + .3OO0(^5  + 1+jJ.,  + ....^^) 

= 7000  + 3000 . 7,9449494755 
= 7000  + 23834,848426  = 30834,8484.  - 

Zweite  Auflösung.  IVIan  bringe  die  Werthe  sämmtlicher 
Anerbieten  auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  zurück.  Das  Aner- 
bieten von  A ist  dann  werth : 

«1  =30600.1,5  = 45900. 

I 

Das  Anerbieten  von  B ist  werth  : 

= 15000 . 1,5  + 2000  (1,45  + 1,4  + +.35  + ....  1,05  + 1) 

C>  IX  1(4 

= 15000 . 1,5  + 2000  - =22500  + 24500 

= 47000. 

Das  Anerbieten  von  C ist  werth: 

«3  = 7000 . 1,5  + 3000  (+45  + +4  + 1,35  + .. ..  +05  + 1 ) 

= 7000 . +5  + 3000.  = 10500  + 36750 

= 47250. 


Dritte  Auflösung.  Der  Werth  sämmtlicher  Anerbieten  ist 
auf  das  Ende  des  fünften  Jahres  zurückzubringen.  Das  Aner- 
bieten  von  A ist  dann  werth  : 

= .30600. +25  = .38250. 

Das  Anerbieten  von  B ist  werth: 


I 
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S^=z  15000. 1,25  + 2000(1,2+  1,15  + 1,1  + 1,05  + 1) 


+ 2000  \ 1 1+  -.  J .25) 


= 1 5000 . 1 ,25  + 2000 . + 2000 . 4,3643704 1 2 

= 18750+11000  + 8728,74082 
= 38478,7408. 

Das  Anerbieten  von  C ist  werth : 

«3  = 7000.1,25+3000(1,2  + 1,15+1,1  + 1,05  + 1) 


3000^1  05  + 1,1+1,15  + - -1,25) 


= 7000 . 1 ,25  + 3000 . ^ . 5 + 3000 . 4,3643704 1 2 

= 8750  + 16500  + 1.309.3,1112 
= 38343,1112. 

Stellt  man  nun  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  ergibt 
sich  Folgendes,  und  zwar  nach  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  : 


gegenvvärt. 

1 am  Ende  des  10.  J. 

jam  Ende  des  5.  J. 

das  Anerbieten  von 
A ist  werth 

.30tK)0 

49844,1775 

i 39054,2158 

1 

das  Anerbieten  von 
B ist  werth 

30443,4698 

1 

■ 49589,2044  | 

38854,4392 

das  Anerbieten  von  i 
C ist  werth 

30165,2047  ' 

491.35,9.399 

38499,2952 

Nach  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen: 

gegenw  ärt,  am  Ende  des  10.  J.  am  Ende  des  5.  J. 

da.s  Anerbieten  von  : i ^ ocoen 

. . ^ , 30600  4.j900  .18250 

A ist  werth  I _ 

das  Anerbieten  von  j 47000  38478,7408 

B ist  werth  ^ 

das  Anerbieten  von  j 3^334  4795Q  33343  , ] j .3 

C ist  werth  ' 

Die  drei  aus  der  Zitiszinsrechnun^  folgenden  Auflösungen  geben 
übereinstinmiend  die  gleiche  Antwort  und  erklären  das  Anerbieten 
des  A für  das  vortheilhafteste  und  das  des  C für  das  schlechteste. 
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Die  aus  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  folgenden  Auf- 
lösungen widersprechen  den  frühem  und  unter  sich  selbst,  denn 
jede  Auflösung  widerspricht  der  Aussage  der  andern.  Dieser 
Umstand  allein  genügt,  um  ein  gerechtes  Missfrauen  gegen  die 
von  ihr  aufgestellten  Resultate  zu  hegen. 

» Dass  dieses  Misstrauen  ein  begründetes  ist,  zeigt  sich  ganz 
deutlich,  wenn  man  die  Werthe,  welche  man  ilurch  beide  Rech- 
nungsarten für  ein  und  dasselbe  Anerbieten  erhält,  Schritt  für 
Schritt  einer  Prüfung  unterwirft  und  die  etwas  mühevolle  Rech- 
nung durchführt.  Diess  soll  an  dem  Anerbieten  des  li  geschehen, 
um  später  einer  weitern  derartigen  Nach  Weisung  überhoben  zu 
sein„  da  sie  ohnedem  viel  Raum  einnimmt. 

Da  B 15000  haar  zahlt,  so  ist  zuerst  der  Werth  von  15889,89895 
(Werth  des  Anerbietens  bei  eirifacbeii  Zinsen)  und  dann  der  von 
15443,469858  (Werth  des  Anerbietens  bei  Zinseszinsen)  zu  uiiter- 
suclieri. 


Istes  Jahr.  Stairt!  des  Guthabens 15889,89895 

Zins  hinzu ' . . . 794,49494 

I6684T39389 

Zahlung  ab 2000 

2tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 14684,39389 

Zins  hinzu 734,21970 

15418,61359 

Zahlung  ab 2000 

3tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 13418,61359 

Zins  hinzu 670,93067 

14089,54426 

Zahlung  ab 2000 

' 4tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 12089, 54426 

Zins  hinzu 604,47721 

! lWy4,0Tl47 

I Zahlung  ab  . . . 2000 

5tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 10694,02147 

Zins  hinzu '.  . . . 5.34,70107 

; 11228:722^ 

I Zahlung  ah 2000 

I 6tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 92287722^ 

Zins  hinzu 461,43612 

9690,15866 

Zahlung  ab 2000 

' 7690,15866 

7* 
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7tes  Jahr.  Stand  des  (Guthabens 7690^15860 

Zins  hinzu 384,50793 

1^074.66659 

Zahlung  ab "2000 

8tes  Jahr,  Stand  des  Guthabens 6074,6^6659 

Zins  hinzu 303.73332 

1)378739991 

Zahlung  ab 2000 

9fes  Jahr.  Stand  des  Guthabens' 4378,39991 

Zins  hinzu ! 218,91999 

■4597,31990 

Zahlung  ab 2000 

lOtes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 2597,31990 

Zins  hinzu 129,86599 

2727,18589 

Zahlung  ab 2000 

üeberschuss  am  Ende  des  lOten  Jahi*s 727,18589 

Nach  dieser  Rechnung  musste  sich  sofort  ein  üeberschuss 
von  727,185-...  für  den  \erkä*ufer  durch  die  Zahlungen  des  Schuld- 
ner  von  je  2000  am  Ende  eines  jeden  Jahrs  ergeben. 

Stellt  man  nun  dieser  Hechnung  die  folgende  gegenüber,  welche 
von  dem  Ergebniss  der  Zinszinsrechnung  ausgeht,  so  erhält  man: 

Istes  .Fahr.  Stand  des  (luthabens 1544.3.469858 

Zins  hinzu 772,17.3492 

16215,643350 

Zahlung  ab 2000 

2tes  Jahr.  Stand  des  (luthabens 14215,643.350 

Zins  hinzu 710,782168 

14926,425518 

Zahlung  ab 2000 

3tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens  . . 12926,425518 

Zins  hinzu 646,321276 

1357X746794 

Zahlung  ab .* 2000 

4tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 11.572,746794 

Zins  hinzu 578,637.339 

12151,384133 

Zahlung  ab  '. 2000 

5tes  Jahr.  Stand  des  (iuthabens 10151^3841.33 

Zins  hinzu .'  . . . .507,569206 

10658.953339 

Zahlung  ab  . . 2000 

8658.953339 
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6tes 

Jahr. 

Stand  des;  Guthabens  . 

8658,953339 

Zins  hinzu 

432,94766)7 

> 9091,901006 

Zahlun"  ab 

2000 

* 7fesi 

Jahr. 

Stand  des  Guthabens  . 

7091,901006 

Zins  hinzu  

354.595050 

7446,496056 

Zahlung  ab 

2000 

8tes 

Jahr. 

Stapd  des  Guthabens  . 

5446,496056 

Zins  hinzu  

272.324803 

I 

5718,82^59 

Zahlung  ab  

2000 

9tes 

Jahr. 

Stand  des  Guthabens.  . 

.3718,820859 

Zins  hinzu 

185,941043 

3904,761902 

Zahlung  ab 

2000 

lOtes 

Jahr. 

Stand  des  Guthabens  . 

HK)4,761902 

Zins  hinzu 

95,238095 

1999,99999 

Zahlung  ah 

2000 

Rest 

. . 

0000,....  ■ 

da  1999,99999  = 2000  ist.  Hieraus  zeigt  sich,  dass  wenn  Jemand 
in  zehn  auf  einander  folgenden  Jahren  je  2000  zahlt,  der  gegen- 
wärtige Werth  dieser  Zahlungen  gerade  15443,4698....,  nicht  mehr 
nicht  weniger,  beträgt,  und  dass  diese  Summe  den  wahren  Werth 
.sämmtlicher  Zahlungen  feststellt.  Wenn  nun  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  den  gegenwärtigen  Werth  derselben  Zahlungen 
zu  15889,8989....  angibt,  so  ist  diese  Angabe  unrichtig  und  zu 
hoch.  Der  Verkäufer  wird  durch  sie  getäuscht  und  kommt  offen- 
bar, wenn  er  ihr  vertraut,  in  Schaden. 


§.  19. 

/ 

Der  Besitzer  einer  Fabrik  fordert  zum  Eintritt  in 
sein  gut  rentirendes  Geschäft  mit  Einlage  irgend  einer 
Summe  auf.  Drei  Anerbieten  werden  gemacht.  A bie- 
tet die  Einlage  von  62500  gleich  haar  an  und  verpflich- 
tet sich,  wenn  noch  ein  anderes  oder  mehrere  Anerbie- 
ten erfolgen  sollten,  1000  mehr  als  diehöchstangebotene 
Summe  einzulegen.  • 

B bietet  die  Summe  20000  baar  und  am  Ende  eines 
jeden  der  folgenden  15  Jahre  je  4000.  C bietet  die  baare 
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Siimmo  von  30500  iinrl  am  Ende  eines  jeden  der  folaen- 
d en  15  Ja  h re  je  3000 

Welches  ist  das  vortheil  härteste  Anerbieten  und 
«le  innss  A aufzahlen,  uenn  der  von  ihm  bezeich- 

nete  Fall  eintritt  und  sein  Anerbieten  anjjenommen 


Oie  vorhetrende  Frafre  soll  auch  hier  durch  die  Rechnung  mit 
Ainse.szinsen  und  einfachen  Zinsen  beantwortet,-  jedoch  nur  eine 
Ai^lösung  statt  dreier  wie  im  vorigen  Paragraphen  gegeben  wer- 
den  da  die  Differenz  der  verschiedenen  Auflösungen  im  vorigen 
hinlänglich  klar  hervorgehobeii  wurde. 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen: 

Das  Anbieten  von  B ist  gegenwärtig  wei  th  : 


f?,  = ‘20000  J 4000  r -i-  - ^ 

\l,0o  ^ 1,052  + 1,053  + ••••  1,0515^ 

=•20000  p 4000.—  = -200  00  1 4000. 10,3796580  ' 

= ‘20000  + 41518.6320  = 61518,632. 

Das  Anerbieten  von  C ist  gegenwärtig  werth  : 

1 


r05^2  4 j;q53 

= 30500  + 3000. 10,3796580 
= 30500  F 3 1 1 38,9740  = 6 1 638,974. 

Die  Anerbieten  ordnen  sich  wie  folgt: 


^ ••l,05Js) 


Werth  des  .Anerbietens  von  A 


.V5 


>5 


99 


99 


99 


B 


6-2500 , 

616.38,974, 

61518,632. 


A muss  hiernach  noch  138,974  aufzahlen. 


Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen: 
Das  Anerbieten  des  B ist  gegenwärtig  werth  : 


/?.  = -20000  t4ü00(,.^+  jl+^^  + 

= 20000  + 4000. 10,980835‘237 
= 20000  f 439-23,3409  = 63923,3409. 
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Das  Anerbieten  von  C ist  gegenwärtig  werth: 

«, = .30500  + 3000  (,;^5  + i|j  + ijs  + ••  • ük) 

= 30500  + 3000. 10,980835237 
= 30500  + 3-2942,5057  = 63442,5057. 

Oie  Anerbieten  ordnen  sich  wie  folgt; 

Werth  des  Anerbietens  von  ß:  63923,3409, 

„ „ C:  63442,5057, 

• „ „ „ ■ .,  A:  62500. 

A müsste  hiernach  noch  24‘23,3409  aufzahlen. 

Auf  ein  zu  verkaufendes  Haus  bietet  A 21500  baar, 
B 4000  baar  und  viermal  am  Schlüsse  eines  jeden  Jah- 
res je  4000  und  am  Ende  des  fünften  Jahres  4100;  C 
4000  baar  und  siebenmal  am  Schlüsse  eines  jeden  Jah- 
res 3000.  Welches  ist  das  vortheilhafteste  Anerbieten 
bei  5 Procent  Zinsen? 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen,  die  in 
abgekürzter  Form  gegeben  wird. 

Das  Anerbieten  von  ß ist  jetzt  werth : 

K,  =4000  + 4000. ' -f  j^.=2l3«6,-2604. 

Das  Anerbieten  von  C ist  w^ertb  : * 

1 1 0^-^ 

. = 4000  + :3000 . =21359,1-202. 


Die  Anerbieten  ordnen  sich  : 


das  von  A ist  werth:  21500, 

..  B „ 21-396,2594. 

„ C „ ,.  21359,1-202. 


Auflösung.  Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 
Das  Anerbieten  von  B ist  werth : 


^ / I 1 1 1 V 4100 

ß,  .-4000  + 4000(^j  + j j + ] jg  + 12)  + 1,25 


= 21537,4813. 

Das  Anerbieten  von  C ist  werth  : 
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/,*2  = 40(M)  f ;{000/^rrr  + — -I-  * • • ^ 

V1.Ü5  + 1,1  + ijs  + = 216-23, 0252. 

I>ie  Anerluefen  ordnen  sich  in  umgekehrter  Reihenfolge: 

das  von  C ist  werth : 21(32.3,0250, 

” ” » » 21.5.37,4813, 


21500. 


§.  20. 

se„  giw.,  ’ r '«'•■■>"'»**''"8  einige,,  lien,erk„„ 

A ism  haar.'lnlfeTeroo^"  '."'f.“!*""'''*  «“>  '-iete, 
auf  Fristen  mit  je  loM'iTr’li.r-  1«00« 

tet  21000,  ,,„d  a,iar  Ä h.  '?  « l-ie- 

'.af.este  Anerhiete'n  hei  5 ivnc  ztsen  " 

<i)  l>ei  Zinses/insen? 

*0  bei  einfachen  Zinsen? 

Auflösung  zu  a).  Bringt  man  das  Anerbieten  des  R . f 
‘l>e  Regenvvart  zurück,  so  erhält  man:  ^ 

=4000  + f!??  + ^ , 1000 

1.0.J  1,052  + 1,053  ^ 1,054 

— 4000  + 4000.  - Q - = 4000  h 4000. 3,5459505 

— 4000  + 14183,8020  = 18183,802. 

Das  Anerbieten  von  C ist  gegenwärtig  „erth : 

/?3=;3000  + 300of^44--i_  . 1 \ 

U.05  + l,052  + — 

= iJ(KK»  + 3000  ^ 30«)  + 3000 . 5,07.56^^^^ 

= 3000  + 15227,076.3=  18227,0763. 
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Die  Werthe  der  Anerbieten  stellen  sich  so; 

k 

das  Anerbieten  von  A ist  w erth  : 18300, 

» C „ „ 18227,0763, 

„ » „ „ 1818.3,8020. 

Auflösung  zu<b).  Bringt  man  den  Werth  des  Anerbietens 
von  B auf  d ie  Gegenwart  zurück,  so  erhält  man: 

■ «a  = 4000  + 4000  (i|l+^.  + ,-l) 

= 4000  + 4000 . 3,5643704 1 2 
= 4000+  14257,481648=  18257,4816. 


Das  .Anerbieten  des  C ist  gegenwärtig  werth : 
«,  = 3000  + 3000(^+1  + 

= .3000  4-3000 .5,1 3360 1181 
=3000+ 15400,8035  = 18400,8035. 


Hiernach  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 

das  Anerbieten  von  C ist  werth:  18400,8035, 

>»  >>  J5  A ,,  ,,  18300, 

» 4,  » B „ „ ' 18257,4816. 

Hiezu  macht  von  Clausberg  folgende  Bemerkung  S.  1233.; 
„sAlso  siebet  man  aus  vorigem  Exempel  nicht  nur  zweierlei  Art 
Berechnungen,  sondern  auch  zwei  unterschiedene,  ja  ganz  con- 
traire  Antworten.  Denn  nach  der  zweiten  Art  ist  des  C und  nach 
der  ersten  des  A Licitum  am  besten  zu  achten.  Und  habe  ich 
solches  Exempel  mit  Fleiss  also  eingerichtet,  damit  diejenigen 
ihren  Irrthum  hieraus  desto  deutlicher  erkennen  mögen,  welche 
vermeinen,  es  wäre  gleichviel,  nach  welcher  von  den  gedachten 
zwei  Arten  die  Ausrechnung  angestellt  würde,  und  käme  nach 
beiden  gleichwohl  in  puncto  der  Hauptfrage,  welches  Licitum 
nämlich  am  besten  zu  achten  sei,  einerlei  Antwort.“ 


Nun  sollte  man  erwarten , dass  Clausberg,  veranlasst  durch 
die  von  ihm  hervorgehobenen  Widersprüche,  auf  die  Untersuchung 
der  Frage  eingehen  würde,  welche  Rechnungsart  als  die  richtige 
aufgestellt  werden  müsse,  da  der  erste  Schritt  zur  Untersuchung 
und  Entscheidung  gethan  war.  Diess  geschieht  aber  nicht  und 
er  kommt,  wie  oben  §.  2.  angegeben  Ist  (§.  1278)  zu  der  eigen- 


I 


I 


% 
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thümlidien  Folgeru..«,  dass  die  Rechtsgelehrten  die  angeregte 

rage  zu  entscheiden  hüben.  Schliesslich  gieht  er  aber  (§.  1279.) 

auf  Befragen  seine  suhjective  Ansicht  dahin  ah,  dass  die  Rech- 

nung  mit  Z.nseszmsen  der  andern  vorzuziehen  sei.  Von  Angabe 

der  Grunde  hieffir  oder  Aufstellung  eines  Beweises  ist  aber  bei 

■hm  und  den  .spätem  Schriftstellern,  «ie  §.2.  gezeigt  «urde,  nicht 
oie  Rede. 


K.,  ,‘^'7  •>'«"<»  von  ÜOÜO  i,l  25  Jahre  la.,*  an. 

Knde  der  Jahre  fällig.  Eslraglsieh:  » i e gr oso  ist  ihr 
gegenwärtiger  Werth 

a)  wenn  sie  jährlich  gezahlt  und  zu  4 Procent  iähr- 
n c h V e r z I n s f , 

h)  wenn  sie  jährlich  gezahlt  und  halbjährlich  ver- 
zinst, ■' 

c)  wenn  sie  halbjährlich  im  halben  Betrage  (1000) 
gezahlt  und  halbjährlich  verzinst  wird? 

Auflösung  zu  a).  Sämmtliche  Summen  sind  auf  25  .fahre 
mit  .lahreszins  zu  rabattiren.  Ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  hiernach  : 

_ 2000  2000  2000  2000 
1,04  + 1,042  + pp 

~ — = 2000  1 5,6220799 

= 31244,1598.... 


Auflösung  zu  h).  Der  halbjährliche  Zinsfuss  ist  2 Procent 
Die  am  Ende  des  ersten  .Jahres  fällige  Summe  muss  auf  z^vei 
Halbjahre,  die  am  Ende  des  zweiten  fällige  auf  vier  Halbjahre 
U.  s w die  am  Ende  des  25sten  Jahres  fällige  Summe  auf  50 
Hai  ijahre  rabattirt  werden.  Der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher 
Summen  ist  daher  unter  diesen  Voraussetzungen: 

_ 2000  ^ 2000  2000 

“ 1,02®  + 1,02-^  + 1,02®  ^ 1,02*” 


1 — l,02-*o 

1,022  — 1 


2000. 


1 -0,3715279 

1,0404- r 


= 2000. 


•0,6284721  10000000.0,6284721 


0,0404 


202 


= 31112,481. 
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Der  Besitzer  der  Rente  bekommt  weniger  an  Kapital  oder  die 
Rente  ist  wohlfeiler,  denn  die  halbjährige  Rabattirnng  erzeugt 
einen  geringem  Werth. 

Auflösung  zu  c).  Im  dritten  Falle  ist  die  Hälfte  der  Jah- 
resrente am  Ende  eines  jeden  halben  Jahres  fällig.  Die  Verzin- 
sung geschieht  also  in  diesem  Falle  auch  halbjährlich.  (TNo.  20- §.  3.) 
Die  halbe  Rente  von  1000  wird  daher  SOnial  ausgezahlt.  Alle 
diese  Summen  müssen  daher  hei  2 Procent  rabattirt  werden. 
Man  erhält  dann  : 

1000  1000  1000  . 1000 
1,02  + 1,022  + 1,02*  + ••••1,02*« 

1 — 1 02-*« 

= 1 000  —0^2  — - 1000.31 .4236059 
= 3142.3,6059. 


Die  erhaltenen  Resultate  ordnen  sich  so: 

^3  = 31423,6059 
/?,  =31244,1598 
/?2  = 31112,481.  • 


Man  sieht  hieraus,  dass  der  Werth  einer  halbjährigen  Rente 
im  halben  Betrage  und  bei  halbjähriger  Verzinsung  vortheilhafter 
ist,  als  der  einer  ganzjährigen  im  doppelten  Betrage  bei  jährlicher 
V'erzinsung,  und  dieser  selbst  wieder  vortheilhafter,  als  der  einer 
ganzjährigen  Rente  hei  halbjähriger  Verzinsung. 

Da  aber  ein  einzelner  Fall  kein  allgemeines  Gesetz  beweist, 
sondern  höchstens  andeutet,  so  soll  die  Richtigkeit  des  Gesag- 
ten für  jeden  Zinsfuss,  jede  Zahl  der  Jahre  und  jede  beliebige 
Rente  nachgewiesen  werden. 

Nennt  man  nun  die  Jahresrente  K,  den  Zinsfuss  p,  die  Zahl 
der  Jahre  n,  so  hat  man  für  den  gegenwärtigen  Werth  einer 
/ijährigen  Jahresrente  K bei  ganzjähriger  Verzinsung: 


1) 


k K 
l,0/)2+l,0;,8+  •• 


K 

l,0jt>" 


_ l-l,0/>-"_  K 

~ 0,0p  ~0,0p^ 


1,0p" 


). 


Der  gegenwärtige  Werth  derselben  Rente  bei  halbjährlicher  Ver- 
zinsung  ^ = Pi  ««<1  ganzjähriger  Zahlung  bestimmt  sich,  da  die 
Rentenbeträge  in  Halbjahren  rabattirt  werden  müssen,  durch: 


I. 


'f 

ll'.  * 
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i;  'I, 


+.... 


_ 1 - 1,0/,,^" K_  1 

Bestimmt  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  einer  rrjährigen 

Rente,  wenn  der  halbe  Rentenbetrag  ~ = Ki  jedes  halbe  Jahr 

ausgezahlt  und  verzinst  wird,  so  hat  man  2n  Halbjahreszahlun- 
gen auf  2«  Halbjahre  im  Zinsfuss  zu  rabattiren,  und  erhält: 


1,0/?,  + 1,0/?,  2 + 1,0/?,  3 


+ 


1,0/?, 


1-1,0/?, -2«  K,  1 , 

* 0,0/?,  — -~rn~2^)- 


Nun  ist  zu  bew'eisen,  dass 


0,0/?, 


l,0/?,2n- 


/«*3  > /?!  > 

ist.  Dieser  Beweis  führt  sich  so:  Die  correspondirenden  Glieder 
der  Reihen  in  INo.  I)  und  No.  2)  haben  die  allgemeine  Korni : 

1,0/?^  l,0/?,2"r‘ 

K 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  > | Es  ist  nämlich  : 


1,0/? —I  + 


und 


>,0/?,2  JOO^^— * +-'2.1()0^(2.I(K))  ~*+rOÖ'*'(2:iVo)  ■ 

Es  ist  daher: 

4)  \ ,0p  und  um  so  mehr  (l,(^?,2)r^  1,0/?^ 

folglich  ist  umgekehrt  bei  der  Division; 

51  ^ S ^ 

^ 1,0/?^  ^ l,0/?,2r- 

Da  diess  von  allen  correspondirenden  Gliedern  in  No.  1)  und  2) 
gilt,  so  ist  auch  die  Summe  aller  Glieder  in  No.  1)  grösser  als  die 
in  No.  2),  oder : 
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K * ~~  s 1 — 1.0pi~^" 

• 0,0/?  ^ l,0/?,2-l 


also 


R,  > R.,. 


üm  zu  zeigen,  dass  /?3  > Ri  ist,  hat  man  ini  Suninienausdruck 

von  No,  3)  Kx  = ^ und  einzuführen.  Es  entsteht 

hiedurch  : 

u\  y /] _ 1 \ ^ /]  _ 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  No.  1),  so  erkennt  man  leicht 

mit  tlülfe  von  No.  4)  und  5),  dass 

K 1 A 1 

‘ ö:ü^?  ^ ^ ~ ^ 0,07?  ~ 

ist,  ueil  der  eingeklammerte  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  grüs- 
ser  ist,  als  der  auf  der  rechten.  Es  ist  also: 

/?3  > lil  > 

folglich  iu  Verbindung  mit  No.  7): 

^ ßg  > ß,  > ß2 

oder 

0.0/?,  ' 0,0/?  l,0/?,2-l  ’ 

unter  der  Bedingung,  dass  A',  = .JÄ’  und  /?,  = */?  ist.  Zugleich 

ist  aus  10) : 

"ö;ö/?r  w:=r- 

Jemand  hat  über  eine  25jährige  Rente  von  2000  zu 
verfügen.  Er  will  sie  sogleich  flüssig  machen,  um  das 
ihm  zukommende  Kapital  sogleich  verwenden  zu  k'ön- 
nen.  Wie  gross  ist  das  flüssig  werdende  Kapital  bei 
5 Procent,  wenn  die  oben  angegebenen  Reductions- 
methoden  angewendet  werden? 

Der  gegenwärtige  Werth  bei  jährlicher  Zahlung  und  Verzin- 
sung ist: 

ß,  =28187,8892, 

S 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Zahlung; 


V 


i 
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ßa  = -280.1  •2,16, 

bei  halbjährlicher  Zahlung  der  halben  Rente  und  halbjährlicher 
V erzinsung 

Ä3  = '28362,3177. 

Eine  50jährige  Rente  von  2000  hat  unter  denselben 
N oraussetzungen  wie  oben  bei  4 Procent  Rabatt  lol- 
gende  Wierthe : 

ßi  = 42964,3602 , 
ßa  = 42671,6352, 
ßg  = 43098,3516. 


§.  22. 

Jemand  hat  eine  Schuld  von  40000  in  20  Jah  ren  durch 
gleiche  Summen  mit  5 Procent  Zinsen  zurückzuzahlen. 
Es  fragt  sich:  Welche  .^rt  der  Zurückzahlung  ist  für 
ihn  die  v o rt  h eil  h aft  es  te? 

a)  Soll  er  sie  in  Jahresfristen  und  bei  jährlicher 
^ e r z i n s u n g , 

b)  soll  er  s i e i n J a hr  es fri s te n und  bei  halbjährli- 
eher  V erzinsung, 

c) soll  er  sie  in  H aj  b j a hr  e sfris  ten  und  halbjähr- 
licher Verzinsung  zurückzahlen? 

/ 

Auflösung  zu  a).  Man  nenne  die  zu  bestimmende  Summe, 
die  er  jährlich  zur  Tilgung  der  Schuld  aulzuwenden  hat,  J\.  Diese 
Summe  mus%  ‘20mal  am  Ende  der  folgenden  Jahre  gezahlt  wer- 
den. Bestimmt  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  dieser  20  Zah- 
lungen bei  5 Procent  Zinsen,  so  muss  derselbe  der  aufgenomme- 
nen Schuld  gleich  kommen.  Man  hat  daher  folgende  Jleichun«: 

40000  = 4-  -L  j.  __  rji  1 --  1,05-*“ 

1,05  + 1,05*  + 1,053 + 1,05*“  ~ Ö;Ö5 ' 

Hieraus  bestimmt  sich  die  gesuchte  Summe: 

' j, 40000  _ 40000.0,05  _ 40000 

* 1 — 1,05-*“  ~ 1-  1,05-*“  ~ i2,46f2TÖ3  ’ 

0,05 

log  40000  = 4,6020600 
log  1-2,462210  = 1,0955951 

3,5064649, 


X 
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I\  = N.  3,5064649  = 3209,704. 

Durch  die  Zahlung  von  jährlichen  3209,704  wird  unter  der  ge- 
nannten Bedingung  obige  Schuld  getilgt. 

Aullösung  zu  b).  Soll  die  Schuld  in  gleichen  jährlichen 
Summen  mit  halbjährlicher  Verzinsung  getilgt  werden,  so  ist  der 
Halbjahreszins  2,5  Procent  und  man  hat  sämmtliche  Jalireszahlun- 
gen  durch  40  Halbjahre  zu  rabattiren.  Der  hieraus  sich  ergebende 
Werth  ist  der  aufgenommenen  Schuld  gleich.  INeimt  man  die 
jährlich  zu  zahlende  Snnjme  so  hat  man  die  Gleichung: 

40000-  + -2^  - T izLL“i?-“ 

1,025®+ 1,025*^  l.OM» 1,026«'“  1,025®— I ’ 

und  hieraus : 


40000(1,0-252—1)  40000.0,050625  40000.0,050625 

/2  — i _ 1^025-4“  “ I -0,3724306  ~ . 0,6-275694^  ' ’ 

log  40000  = 4,6020600 
log  0,050625  = 0,7043650  —2 
3,3064250' 
log  0.6275694 =0,79766 18—1 

3,50876:32“ 

= iV.  3,50876.32  = 3226,735. 

Auflösung  zu  c).  Wird  die  Schuld  in  Halbjahresfristeu  und 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  getilgt,  so  ist  der  Halbjahreszins 
2,5  und  es  werden  40  gleiche  Summen  gezahlt.  Nennt  man  diese 
Summen  und  rabattirt  sie  auf  40'Halbjahre,  so  muss  ihr  ge- 
genwärtiger Werth  der  aufgenommenen  Schuld  gleich  sein.  Man 
erhält  daher: 


40000-  j 025  + l,ol.5*  ^ 1,0253  + 


1,0-254“ 


- 1,025-^“  - 
0,025  ’ 


und  hieraus: 


_ 40000 

^ 3 — i _ 1^025^“ 


40000 

•25,1027751  ’ 


log  40000  = 4,6020600 
Iog25,102775  = 1,3997-216 

3,20-2:3384, 

7’3  = 3,-202;3:i84  = 159:3,450. 

Er  zahlt  daher  jährlich  3186,9. 


t 


i ' I • 

iE 
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den  Schuldner  ist  es  daher  vortheilhafter,  in  halbjähr- 
lichen Summen  zu  zahlen;  weniger  vortheilhaft  ist  die  jährliche 
Zahlung  mit  jährlicher  Verzinsung  (3209,704),  am  unvoKheilhaf- 

jährliche  Zahlung  mit  halbjährlicher  Verzinsung 
(3—0  /35).  Auch  die  hier  gefundenen  Resultate  lassen  sich  leicht 
ms  Allgemeine  übertragen  und  gelten  IVir  jedes  Kapital  (K),  jeden 
Zinsluss  p und  jede  Zahl  der  Jahre  n. 

Die  Auflösung  zu  a)  gibt  daher  bei  jährlicher  Verzinsung 

und  Zahlung,  nenn  7\  die  zu  entrichtende  Jahreszahlun®  be- 
zeichnet: 


also : 


A'—  4 — ^ 4.  I rp  1—1,0/?-» 

I,0/>  + l,0//2  + J,ü;>3  + • ••  i,0pn~  A • ' 


T _ ^ _ Ä.0,0^ 

• 1 — 1,0/?-"  - 1 - 1,0/?-«' 


0,0p 

Bei  halbjähriger  Verzinsung  i/?  = />,  und  jährlicher  Zahlung  ist: 

Ä' = + —T^  1 _Zk_. . _J'2 : 1 — 1 ,0/7,  -2« 

1.0/7, 2 1,0/7.'*  ^ 1.0/7.  6“^  I n...2n—  ^2-  1 n~o . , 


1,0/7,  2 ^ 1,0/7,'»  ^ 1,0/7,  6+  ••••  1,0/, 


also : 


1,0/?, 


7’  yr . I.OA^—  I 

^ ■ I - 1 ,0/7,  -2"  • 


1, 0/7,2- i 

Bei  halbjähriger  Zahlung  und  Verzinsung  ist: 

K = —~  + — A_  I _^3  , ^3  _ I —1,0/7, -2" 

1,0/7,  ^ 1,0/7.2  ^ 1.0/7,  3 + ••••  1 2„  — /s  • TTnr  » 


1,0/7,  ^ 1,0/7, 2 1,0/7,3  + • • • 1,0/7, 


0,0/7, 


also : 


T — ^ — i/  0)0pi 

^ LziM““"  ^ ■ 1 — 1,0/7, -2"‘ 


0,0/7, 

t 

Da  nun  nach  No.  6)  §.21.: 

I 

1 — l,0/7r"  1 — 1,0/7, -2« 

0,0/7 ■ ^ i,öpj^-i  ’ 

so  ist  aus  INo.  1)  und  2)  dieses  Paragraphen: 

4)  A - i^v-l 

1 - 1,0/7-»  ^ i _ 1,0/7, -2 
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I 


! 


oder 


Da  ferner  aus  No.  9)  §.  *2J.: 


r,  < r,. 


1- 1,0/7, -2»  1-  1,0/7-" 

0,0/7  ' 0,0/7 

SO  erhält  man,  No.  3)  doppelt  genommen: 

^7  7’  — A ö,0/7 

- . f 3 _ A . J _ , _2„  - A . V —V  .. 


folglich  hieraus  und  aus  No.  2) : 

' 0,0/7 


1 - 1,0/7, -2"—  I -T,0/3-2"  ’ 

0.0/7  - 


5) 


A. 


l — 1,0/7, -2«^  '‘  l-  1,0/7-" 


oder  27'3S^7’,  , wenn  die  Summe  der  jährlichen  Zahlungen  unter 
einander  verglichen  wird.  Verbindet  man  No.  4)  mit  5),  so  ist; 


6) 

oder 

7) 


A. 


0,0/ 


0,0p 


. 1,0/7,2_1 


1 - 1,0/7, -2"  ^ • 1 _ 1.0/7-«  ^ • I - 1,0/7, -2« 


< T,  < 


Jemand  will  nnt  einem  verfügbaren  Kapital  von 
20000  eine  20jährige  Rente  kaufen.  Wie  gross  ist  ihr 
Werth  bei  3,5 , 4 . 4.5 , 5 Procent  Z i nsen. 

.Ans  der  Formel  T=  ^ erhält  man 


bei  3,5  Procent 
bei  4 „ 

bei  4,5 
bei  5 


99 


1 — 1,0/7-» 

7’=  1407,545, 
1471,635, 
7’ = 1537,523, 
7’=  1604,852. 


Der  höhere  Zinsfuss  bringt  dem  Käufer  Vortbeil,  wie  sich  diess 
leicht  nacbweisen  lässt,  denn  es  ist  nach  den  bisherigen  Mitthei- 
Inngen  : 

l- 1,0/7-»^  1 — 1,09-« 

0,0/7  ^ 0,09  ' 

wenn  /7  s,  9 ist,  folglich  erhält  man,  wenn  man  nach  No.  1)  den 
Werth  der  aus  einem  bestimmten  Kapitale  A zu  kaufenden  Jah- 
resrente hei  verschiedenem  Zinsfuss  darstellt: 

r 

H 


/ 


iiw 


<i'i 
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k - o,o^> 

wenn  q>p  ist;  d.  h.  der  Werth  der  Rente  wächst  mit  dem  höhe 
ren  Zinsfuss. 


§.  23. 

I 

Jemand  kann  im  Laufe  der  folgenden  20  Jahre  jähr- 
lich die  Summe  2000  bei  5 Rrocent  Zinsen  anlegen, 
Welche  Art  der  Anlage  ist  die  vorthei  Ihafteste? 

a)  Soll  er  sie  jährlich  bei  jährlicher  Verzinsung, 

b)  soll  er  sie  jährlich  bei  halbjährlicher  Verzinsung, 

c)  soll  er  sie  halbjährlich,  also  im  halben  Betrage, 
mit  halbjährlicher  \erzinsung  anlegen? 

Auflösung  zu  a).  Geschieht  die  Anlage  jährlich,  so  tragen 
die  einzelnen  Anlagen  bis  zu  19  Jahre  Zinse.  Der  Werth  sämmt- 
licber  Anlagen  ist  daher  im  Augenblicke  der  letzten: 

Si  =2000.  l,05»9-}-  2000.1,05*8  f 2000. 1,05 ....  2000 

1 0520 I 

= 2000.-’  ^==2000.03,0^^  =6(jl31,90S2. 

Auflösung  zu  h).  Geschieht  die  Anlage  jährlich  und  die 
Verzinsung  halbjährlich,  so  tragen  die  einzelnen  Anlagen  der  Reihe 
nach  durch  38,  36,  34  Halbjahre  u.  s.  vv.  Zinsen  zu  2,5  Procent. 

Hiernach  ist  der  Werth  sämmtlicher  Anlagen  für  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage  ; * 

«2  = 2000. 1,02538-1. ‘2000. 1,02536-h  2000. 1,02.534  + ....2000 

=.,000.  = ,„00^2,(»50638-  1 


1,0252-1 

_ 2000. 1,685  0638 
~ 0,050625  = 


— — « 


1,050625-1 


log  2000  = 3,3010300 

log  1,6850638  = 0,2266164 

3,5276464 

log  0,050625  = 0,7043650  - 2 

4,8232814, 

«2  = iV.  4,8232814  = (»6570,423. 


ts 


— 111  — 

Auflösung  zu  c).  Geschieht  die  Anlage  halbjährlich  im 
halben  Betrage  (1000),  so  sind  die  einzelnen  Anlagen  bis  auf 
39  Halbjahre  im  Zinsfnsse  2,5  zu  verzinset).  Hiernach  ist  der 
Werth  sämmtlicher  Anlage  für  den  Zeitpunkt  der  letzten: 

«3  = 1000.1,02539+  1000.1,02538+  1000.1,02,53?  + ....  1000 


= 1 000 . 


1,0254«  _ I 
~“0,025~ 


= 1000.67.402.5535  = 67402,5.535 


Offenbar  ist  die  halbjährliche  Anlage  mit  halbem  Betrage  und 
halbjährlicher  V'erzinsung  die  vortheilhafteste  .Anlage,  dann  folgt 
die  ganzjährige  Anlage  mit  halbjährlicher  V erzinsung  und  hierauf 
die  ganzjährige  mit  jährlicher  Verzinsung.' 

Auch  diese  Sätze  lassen  sicfi  leicht  allgemein  nachweisen. 
Nennt  man  die  jährliche  Anlage  K,  den  Zinsfuss  p,  die  Zahl  der 
Jahre  h,  wie  früher,  so  ist  die  Summe,  wozu  n Jahreszahlungen 
bei  jährlicher  V'erzinsung  anwachsen  : 

I ) «1  = /K . 1 ,0/?«-*  + A’ . 1 ,0p”-H  A • 1 ,0/i"- 3 + .. ..  A . 1 ,0;)  + A 

. l,0/>«-l 

Bei  jährlicher  Anlage  und  halbjährlicher  Verzinsung  wachsen  sie 
in  n Jahren  an  zu  der  Summe : 

2) 

«2  = A.  i,0/>,2"-2  + ir.  1, O/i, 2"-4+is:.  1,0/il  2»-6  + • ••  A.i,0/i,2+/r 

L0/i,2"-l 

i,o/i,2_r 

Bei  halbjährlicher  Anlage  im  halben  Betrage  wird  jedesmal 
\K  = Ki  angelegt  und  im  balbjährlichen  Zinsfuss  .*/i=/i,  wahrend 
(2k — 1)  halben  Jabren  verzinst.  Die’ Summe,  wozu  sämmtliche 
Anlagen,  hiernach  erwachsen,  ist: 

3) 

«3  = A,  . 1.0/i, •-»-*  + A, . l,0/i,2^'-2  + Ai  .1,0/i, 2"-3  +....A, . 1,0/i,  +A, 

s 

l.O/i,'^"-! 


=A,. 


0,0/i] 


Vergleicht  man  nun  die  in  No.  1)  — 3)  erhaltenen  Werthe  unter 
einander,  so  haben  die  correspondirenden  Glieder  in  den  Reihen 
No.  1)  und  2)  die  Form: 

8* 


f 


t 


J12 


und 

Da  nun  nach  No.  4)  §.‘21.: 

U);>^ 

erhält  man  ana  N».  I)  „„d  2)  IVi,  die  Summe  aller  rlieser  (llie.ler : 


-l) 

oder 


0.«/- 


•Si 


.remll"’  ''r  "r“'"  T •*'  ““  «'Rl«'''*".  Il«t  .».-M.  K..I- 

"emies.  hs  ist  aus  3): 

S'  =Jr,.14^!^.l^i£aO;r.L»-l)_  -l.ü;,.^"-  I 

},  (0,0^)  Q . 

Aus  ‘2)  ist: 


No  = A\ 


A-(|,(fc,;'^-i)  ^ i.Ofttr-i 

m\  • ~ 


2-1  1 -I-  o . 0,0p,  -I  0.0p, 2—1- 

folglich  isf: 

^ l,0pi‘^«-l  ]^p,2«_l 

0,0p  + 0,0p,  2 < 0,0p 


0,0p  + Ö,Öp,2’ 


<1a  0,0p  4-  0,0p,2s  0,0p  ist.  Hie?au.s  hat  man  : 

5) 


1,0p, 2«— 1 1,0p, 2n_i 

• lO«.  2 — r ^ ^1  • nrr,. 


].0p,2_i  o 

. oder  N.2  < .S3.  Aus  der  Verbindung  von  No.  4)  und  .5)  ergibt  sich: 

' l.Op"—  1 1,0p, 2»  - f ^ 1,0p, 2«_  1 


6) 


1.0p,2»_  f 

T,0p,2-1 


^ • 0,0p  T,oV,2-  l ^ ■ 


0,0p, 


oder  N,  Bedingung,  dass  Ä,  = lA'  und  p,  = •„ 

"•’hi  Beispiele  hiefür  las.sen  sieh 

leicht  m Menge  aufstellen. 


§.  24. 

Eine  20jährige  Rente  von  ‘2000,  die  auf  den  Zins 
uss  4 berechnet  ist,  soll  in  eine  Rente  von  glercher 

ber?e;n7;i':r  VV-*  5 

uerecnnet  w ini.  VV  le  gross  ist  letztere 

a)  wenn  sie  j.ährlich  ausgezahlf  und  verzinst, 


1 


1 


f 


b)  wenn  sie  jährlich  ausgezahlt  und  halbjährlich 
verzinst, 

c)  wenn  sie  halbjährlich  im  halben  Hetrage  aus  ge- 
zahlt und  halbjährlich  verzinst  wird? 

AufKisung  zu  a).  Man  be.stinuue  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  bei  4 Procent.  Er  ist: 


R,= 


2000  2000  2000 


1,04  + 1,042  ^ 1,042 

1-1,04-20 


f 


-|-  .... 


•2000 


= 2000. 


0,04 


1,0420 

= 2000. 13.5903263 


= ‘27180,6526. 


iNun  verwandle  man  diese  Summe  in  eine  20jährige  Rente  bei 
dem  Zinsfuss  5.  Nennt  man  die  fragliche  Rente  Ti,  so  hat  man: 


27180,6526-  I yj.  + j + 1,053  • • 


T 

£ 1 rwy 

1,05*0  ~ ‘ 


j_  1,05-2^ 
0^05  ^ 


und  hieraus  : 


, _27I80,65‘26  27180,6526 

' ~ 1-1,05-20—12,4622103’ 

ÖM 


log  *27 1 80,652  = 4,434  2598 

log  1-2,462210  = 1,095  5954 

3,3386644,  ' 


t 


J\  = IS . 3,3386644  = 2 1 81 ,043. 

.Allgemeine  Auflösung.  Nennt  man  die  gegebene  Rente 
K,  die  Zahl  der  .lalire  n,  den  Zinsfuss  p,  so  ist  ihr  gegenwär- 
tiger Werth  : 

,,  ,, . JL  . J^-K 

'‘*~I,0p  + l,0p2+ l,0p3+  -’ l,0p"~  Ö,0p 

Nennt  man  den  Zinsfuss,  in  welchen  sie  umgesetzt  werden  soll, 
fj , und  die  zu  bestimmende  Rente  7’,,  so  hat  man  den  Werth 
in  eine  «jährige  Rente  für  den  Zinsfuss  überzutragen.  Man  erhält: 


Tr 

1,09* 


4 


1 - l,0f/-" 
' 0,09 


Hieraus  wird  : 


I 


V 


— ]I4  — 

2)  T,  = . — ^ 0,0o 

0.0*^  ' 

«erm  der  Werfh  für  R,  aus  No.  I)  eintreföhrt  wird. 

ist  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 

l.alh,..hrl,ch  ,n.  halhjäl.rliehen  Zinsfuss  14  = 2 rabattirt 

_ 2^  2000  , 2000  )000 
" 1 ,022  + , 024  + 1^,6  + .... 


= 2000. 


0.5471096  547,109585 


0,0404 


0,0202 


= 27084,6329. 


'IXirr'"'  '"7„S,r„ce„,ise„  gleici,  la„.e  dauern. 

lung:  '>‘‘"'.iäl"-iser  Verainnung  die  ünmand- 

27084,6.329  = . ^2  l-I  095-40 

1 ,0252  1 ,0254  + , 02.56  ■ j,0254o  = ^2  • I7o252l_7-’ 


al.*«o : 


T^  = 


^084,6329  (1 ,0252  - I)  _ 27084,632 . 0,050625 


I - 1,025-40 
27084, 6329. 0,050t)25 
0,6275694 


I - 0,37243Ö6‘ 


log  27084,632  = 4,4327229 
log  0,050625  = 0,704.3650  —2 

3,1370879 

Iog0,6275694  = 0,7976618  - I 

3,3394261,  ~ 

= iV.  .3,3394261  = 2184,8725. 

K dt**ril‘ -h  • "*an  die  Rente  wie  ober. 

Wer^h:  ««  ist  ihr  gegenwärtiger 

3) 


/?,= 


<>  I I A._ 


1 — l,0/>j— 2n 


'I  , 

it'.  ' 


jy-. 


f 
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Wird  dieser  Werth  unter  den  gleichen  Bedingungen  in  eine  Rente 
für  den  Zinsfuss  q unigewandelt,  so  hat  man,  wenn  die  zu  be- 
stimmende Rente  1\  genannt  wird : 


0-1--^  Ji-  + 

tls\  — in  O l 1 A.  411 


^2=  + I>;,4  + ],oV,«  + ••••  1,0./, 2«-  '2*  1,09,2-1  ’ 

also : 

A‘2(1,09,*-1)_  ,5.  (1-1.0/^, -^1(1,091^-1) 

4)  1 _1 ,09,  -2n  - Ä • (i;0;,,2  - I ) (1  - 1,09, -2«) 

Auflösung  zu  c).  Man  bestimme  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  im  halben  Betrage  (1000)  und  im  halbjährigen  Zins- 
fuss. Man  erhält: 


_r 

— * a • I rw.  2_  1 


1000  1000  1000 


1000 


IWv  lUW  avw  - • VW 

^3  = 1,02  ^ 1,022  + 1,023  + ••••  RÖ24Ö 

/ 

_ 1000 . = 1000. 27,3554792  = 27355,4792. 

U9UZ 

Nun  verwandle  man  diesen  Kapitalwerth  in  eine  20jährige,  halb- 
jährlich fällige  Rente  hei  dem  Zinsfuss  2,5.  Es  entsteht,  v>enn 
man  die  zu  bestimmende  Rente  7'^  nennt: 

• . n A ^3  _9-  I-E025-4O 

27355,4792  = j 4 | Q252  + 1,0253  + " ‘ 1,0254«  — 3 • o,Ö25 

Hieraus  wird  : 

•27355,4792  27355,4792 

^3  ==  f=ri;ö25-4«  — 25,1027751  ^ 

0,025  ' 

log  27355,4792  = 4,4370443 

Iog25,102775  = 1,3997216 

3,037.3227 . 

7^3  = N.  .3,0373227  = 1089,739. 

Allgemeine  Auflösung.  Der  gegenwärtige  Werth  einer 
halbjährlich  fälligen  wjährigen  Rente  im  halben  Betrage  .*Ä'=Af,  . 
bei  dem  Zinsfuss  \p  = pi  ist: 


4 


^‘3-1,0/,,  + l,0/>,2  + l,0/.,3  + ••••  1, 0/7,2" 


1_K0;7,-1 

Oftpx 


Wird  dieser  Werth  in  eine  gleich  lang  dauernde,  halbjährlich 


I 


V J 


!»  . 

!r . 


i « 

A 


— IlB  - , 

Mlisc  Ke,i.„  l,.i  Je,.,  Zieefees  ,,  vor„„,Jel,,  eo  iet.  „cn„  Jer 
Werth  dieser  Heute  1\  genannt  « ird  : 


T 


1\ 


* 3 , ^3 

~ hoq,  + nö^;2  + i7^,-3+  '-.  , 


lind  hieraus : 


3 _ 1 — I,0y,  -2n 

\,0q{^n~  3- 


7',= 


R. 


i~  Ä«  *”  “ ■ 0,0), ^ - i,0y, ^ ’ 

0,0^1 

" e„„  Jer  Wer«,  aus  Nu.  .5)  eiusefiihrt  » irj. 

Ki„e  ä^äl,rige,  Jährlicl,  fällige  Reute  vo„  -jm,  die  auf  Je,, 
,6  usfuss  J,5  liereehuet  isf,  sull  i„  eine  gleich  laug  ,Luer„,te  rIeV- 
procentige  uingeivandelt  werden.  Wie  gross  ist  ihr  Werth? 

7’— 9000  Irr^035-2o  0 04 

• ^;Ü35 • r^ri;ü4^2ö  = 2091,547. 

.lennuid  hat  eine  18jährige,  jährlich  fällige  Rente  von  1800 

eine  4nr  "n.T 

■■‘tollt  .'ieirL'^rietteg?  “""»»ttal.ll  uerJe.  Wie  huch 

7’=  1875,414. 


§.  25. 

Kino  vierprocentige,  ‘iOjährige  Rente  von  9non  m 

•st  der  Werth  der  letztem  ® 

a)  hei  jährlicher  Zahlung  „nd  Verzinsung? 

ai„  i'“tl.,„g  ,,„J  halhjährlicher  V.r- 

"" 

Vlaii  hat,  um  die  vorstehende  Frage  zu  heiotuorin,. 
TeTulTe  z^Shu^n^  S^S^”«ärtigen  Werth 

Är s.  t- ? V 

lunJcno.,  Werihe  hier  heuulr.,  „erJeiK  " "" 


J : 


1 

k 
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* 

Aullosung  zu  a).  Der  gegenwärtige  Werth  der  Rente  ist 
nach  §.  24. : 

/»’,  = 27180,6526. 

iNennt  man  den  Werth  der  16jährigen  Rente  7\,  so  hat  man  nach 
dem  Vorgänge 'Von  §.  24: 


) 

i 


i 


4 


t 


< 

r 

j 


■-7I80,li5‘i«=,^^  + ^, 


1,043 


+ .... 


1,04  »6 


= 1\ 


1 - 1,04«6 
0,04“ 


und  hieraus  : 

_ 27180,6526  _ 27180,6526 
* - 1—1,04-16  ~ 11,6522^’ 

0,04 

log  27180,652  = 4,4342598 
log  11,652295=  1,0664114 

3,3678484, 

7’,  = N.  3.3678484  = 2332,644. 

t 

Aullösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth  der  Rente  ist 
nach  §.  24. : 


= 27084,6329. 


Nennt  man  den  Werth  einer  16jährigen,  halbjährlich  zu  verzin- 
sendcn  Rente  1\,  so  gibt  die  Umwandlung: 


2 . 


■27084,«li-2‘t  = ^+^,  + j_^,^, 

hieraus: 


+ .... 


Tn 


1 — 1,02-32 


2 - 

1,023*~^2’  1,022_1  ’ 


J 27084,6329 ( 1,0>2  - IJ  _ 27084,6329(1,0404—1) 
1 — 1,02-3*  ~ T— 0,5306333 

_ 27084,6329 . 0,0404 
~ 0,4693667 


log  27084,6329  = 4,4327229 
log  0,0404  = 0,6063814  — 2 

3,0391043 

Iog0,4693667  = 0,6715122  — 1 

3,3675921 , 


72  = N.  3,3675921  = 2331,267. 

Auflösung  zu  c).  Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 
ist  nach  §.  24. : 


1 

I 

1 

i 

1 


l-i- 


i 

I 

i 

( 


1 ”■ 

( 

9 

t' 


« 


I 


i 


« 


I 


i 

i 
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/?3  = 27355,4792. 

Nennt  man  den  Werth  einer  16jährigen,  halbjährlieh  zu  zahlen- 
den und  zu  verzinsenden  Rente  so  ist: 

•>7:!55  47.j‘i=  ->  + JL.JL, 

’ 1,02  ^ 1,022  + ] 023  T J 0232—  '3-  ö,02  ’ 

und  hieraus: 

_ 27355,4792  _ 27355,4792 
® ~ i- 1,02-32  — 23,4683348  ’ 

0,02 


log  27355,4792  = 4,4370443 

log  23,4683348=  1,3704822 

3,0665621 , 

Ts  = N.  3,0665621  = 1 165,634. 

Oie  allgemeine  Auflösung  dieser  Fragen  ergibt  sich,  wenn  man 
die  gegebene  Rente  K,  die  Zahl  der  Jahre,  worin  sie  fällig  ist, 
n,  den  Zinsfuss  p und  die  Zahl  der  Jahre,  während  welcher  die 
umzuwandelnde  gezahlt  werden  soll,  m nennt,  auf  folgende  Weise. 

.Allgemeine  Auflösung  zu  a).  Der  gegenwärtige  Werth 
dieser  Rente  ist  nach  No.  1)  §,  24.; 


Nennt  man  den  Werth  der  durch  m Jahre  zu  zahlenden  und  jähr- 
lich ZU  verzinsenden  Hente  7 j , so  hat  man: 


1 — 1,0/>-"* 
0,0}) 


und  hieraus: 

l) 


rf,  __  lii  _ ^ 1-1,0;?-« 
- 1-1,0;?-«' -^1-1,0;? 
0,0;? 


Allgemeine  Auflösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth 
dieser  Kente  ist  nach  No,  3)  §.  24.: 

,,  1- 

i,ojt?,2— 1 • 


Wird  dieser  Werth  in  eine  mjährige  unter  denselben  Bedingun- 
gen umgewandelt,  so  entsteht,  wenn  man  den  Werth  derselben 
?2  nennt: 


, I 


und  hieraus : 


T 1-1,0/?, -2« 

* 1 — 1 .0/?,  -2«>  — ^ • 1 _“1 ,0/?,  -ä«»' 

1,0;?,  2-1 

Allgemeine  Auflösung  zu  c).  Oer  gegenwärtige  Werth 
dieser  Rente  im  halben  Betrage  A,  ist  nach  No.  5)  §.  24. : 


/•3-Ä,.-  0,0;“ 


Wird  dieser  Werth  in  eine  /«jährige,  halbjährlich  fällige  umge- 
wandelt,  so  erhält  mar»,  wenn  ihr  \Verth  genannt  wird: 


I 

i 


"=  = P^+W,^+..o,V'+- 

und  hieraus: 


1 — l,0/?i-2«' 


‘W  7’  _ ^'3  _ 1 — 1,0;?, -2« 

“ 1 - 1,0;?, -2"' - • 1 

0,0/?, 

Oie  in  ilen  §§.  21.  — 25.  angeführten  Aufgaben  wurden  aus  dem 
Grunde  in  der  angegebenen  Weise  aufgestellt,  um  zu  zeigen, 
welchen  Einfluss  die  Art  der  Zahlung  und  Verzinsung  auf  den 
Werth  der  Kapitalien  und  Renten  äussert.  Er  ist,  wie  man  sieht, 
von  Bedeutung.  Oa  diese  Behandlungsweise  gezeigt  ist  und  ihre 
Anwendung  keine  weitere  Schwierigkeit  im  vorkommenden  Falle 
bietet,  so  wird  sie  später  nicht  weiter  berücksichtigt  werden. 
Oie  Auflösungen  selbst  werden  im  Folgenden  in  etwas  abgekürz- 
ter Form  gegeben  werden. 


§.  26. 

Oer  Besitzer  einer  4procentigen  Jahresrente  von 
2000  und  20jähriger  Dauer  wünscht,  dass  dieselbe  in 
eine  Jahresrente  von  16jähriger  Dauer  bei  4,5  Procent 
umgewandelt  werde.  Wie  gross  ist  letztere? 

Auflösung.  Oer  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente  ist 
nach  §.  24  : 

‘ 1 — 1 04-20 

H = 2000 . — = 27180,6526 . 


> 


k 


— J20  — 

üie..cM.  Werth  verwandle  man  in  eine  16jährige  .lahreMente  T 
hei  dem  Zmsfusse  4,5.  Man  erhält: 


r 


und  hieraus: 


/’ 


T 


T 


1*1  * I — J 045-1® 

1,045  ^ 1,0452  1,0453  + ••  1,Ö45‘6  = ^ TlpiS — 


r._  __  li  *27180,6526 

1 — 1,045-16  “11,2340150  * 
0,045 

lg  -27180,6526  = 4,4342598 
lg  1 1,234015  = 1,0505349 

3,3837249 

r = N.  3,3837249  = 2419,496. 


Allgemeine  Auflösung. 
A , die  Zahl  der  .Jahre  n,  der 
tige  Werth  derselben  nach  No. 


Ist  der  betrag  der  .Jahresreute 
Zinsfuss  p,  so  ist  der  gegenwär- 
1)  24. : 


k —k  i— 

Nennt  man  den  Werth  der  umzuwandelnden  Heute  T,  die  Zahl 
der  Jahre  m,  den  Zinsfuss  q,  so  hat  man  für  die  Umwandlung: 


^ _ 7’  T 

— 1 n,  + TTT^  f 


T 


l,0«y  ^ l,0r/2  T 1,0^3 

und  hieraus: 


1 l-l,0r/-» 

0,0y 


1 ) 7’  = ß\ ij'  ( • -J  ,0p-^) . 0,0ry 

1 — 1,0^-™  ö,ö/>n-j,0o-'»)’ 

Ö,0ry 

4procentige  Rente  von  2400 
und  24jahriger  Dauer,  die  er  unter  der  Bedingung  ge- 
kauft hat,  dass  er  hei  Aenderung  des  Zinsfusses  ent- 
weder die  Auszahlung  des  noch  rückständigen  Kapi- 
tals  oder  die  Umwandlung  der  Rente  fordern  könne. 

: ach  Umlauf  von  4 Jahren  steigt  der  Zinsfuss  auf  45 
I rocent.  Wie  gross  ist  im  ersten  Fall  das  auszuzah- 
lende  kapital?  Wie  gross  im  zweiten  die  künftig  aus- 
zuzahlende Rente? 

.\uflösung.  Die  auszuzahlende  Summe  entspricht  dem  ge- 

vierprocentigen  Rente  von 

2400  Sie  ist: 


« 
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i 

\ 


'3 


1 _ I 04-“*^ 

R = 2400  . ^ — = 2400 . 1 3,59032fi;{ 

/ 

= 32616,78;}l. 


Wird  diese  Summe  in  eine  20jährige  Rente  hei  4,5  Procenf  ver- 
wandelt, so  entsteht  nach  No.  I): 

32616,7831  _ 32616,78^ 

“ 1-1.045-21  — 13,0079365  ’ 

0,045  ■ 

Ig3-2616,7831  = 4,5134411 
lg  13,0079:16  =1,1142084 

.3,3992327 

T = iV.'3,3992327  = 2507,452. 


Die  allgemeine  .\uflösung  hiefür  ergibt  sich  auf  gleiche 
^^eise,  wenn  K der  Betrag  der  auf«  Jahre  gekauften  Rente,  p der 
ursprüngliche  Zinsfuss,  r die  Zahl  der  Jahre,  worin  sie  ausge 
zahlt  wurde,  q der  umgeänderte  Zinsfuss  ist.  Man  erhält  nach 
dem  Vorgänge  von  No.  I): 


und 


1 — 1,0/i I — l,0/i-«+'^ 

0;Ö/> 


rp _ A ( ‘ ^ .0/>-"+r)0,0r/ 

1 — 1 ,09-  («-'^)  • 0,0/)(  1 — 1 ,0l/-"+r)  ■ 

O.O9 


■j 

fl 


1 


ft 

r 


Ei  ne  Sprocentige  Jahresrente  von:3000  und  25jäh- 
riger  Dauer  wurde  unter  der  Bedingung  erkauft,  dass 
bei  Aenderung  des  Zinsfusses  die  \V’ ahl  freistehe, 
entweder  das  rückstäifdigekapital  inEmpfang  zu  neh- 
men, oder  die  Rente  in  eine  dem  Zinsfuss  entspre- 
chende umwandeln  zu  lassen.  Nach  Umfluss  von  5 
Jahren  fällt  der  Zinsfuss  auf  4,5.  Wie  gross  ist  im  er- 
sten Falle  das  rückständige  Kapital?  Wie  gross  ist 
im  zweiten  die  künftig  zu  beziehende  Rente,  wenn  sie 
bei  dem  Zinsfuss  4,5  wieder  ln  eine  25jährige  um  ge- 
wandelt werden  soll? 

Auflösung.  Da  5 Jahre  verflossen  sind,  so  ist  die  Rente 
nur  noch  20  Jahre  auszuzahlen  Ihr  Werth  ist  daher 
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1-1,05-20 

li  _ .iüüO = ;}000 . 1 2,4622 1 03 

= 37386,6309 

und  d.ess  ist  der  Werth  des  aiiszuzahlenden  Kapitals.  Soll  nun 
dieses  Kapital  in  eine  25,jährige  Rente  bei  dem  Zinsfuss  4,5  um- 
Senandelt  werden,  so  hat  man 


7^  _ __  A*  _ 37386,6309 
I — 1,045-20  - 14,8282090  ' 

0,045 

Ig37386,6309  z=  4,5727103 
! g 1 4.8282090  = 1,171 0887 

3^4Ör6276 

T = N.  3,4016276  = 2521,318. 

Die  allgemeine  Auflösung  ergibt  sich  leicht  auf  folgende 
Weise.  Das  auszuzahlende  Kapital  ist,  wenn  die  nämlichen  Be- 
zeichnungen wie  bei  No.  2)  beihehalten  werden : 

3)  R = l^  * ,0/?-  _ 1 _ 1 ,0/)  -"+r 

0,0;,  ' ~^'  - 07öp • 

Soll  nun  dieses  Kapital  in  eine  nijährige  Rente  bei  dem  Zins- 
fuss r;  inngewandelt  werden,  so  hat  man.  wenn  die  zu  bestimmende 
Keilte  7 genannt  wirf): 


und  hieran^: 


R = T 

0,0;, 


I — 1,0^;^'" 

0,0g 


— ~K  ^ ~ • O.Or; 

■”*  ■ 0,0;,.(1  — RO^-"») 


§.  27. 


Eine  30jahrige  Rente  im  Betrage  von  2.500  wurde  zu 
dem  Zinsfuss  4 gekauft.  Der  Käufer  behielt  sich  das 
Recht  der  Umwandlung  vor,  wenn  der  Zinsfuss  sich 
andern  sollte  und  das  Recht  d e r H ei  mzah  I u ng  an  seine 
Erben  im  Falle  seines  Todes.  Nach  5 Jahren  hebt  sich 
der  Zinsfuss  auf  4,5  Procent.  Die  Rente  wurde  auf 
Verlangen  des  Besitzers  in  eine  4,5  p rocen  t i^e  umge- 
wandelt. Nach  weitern  5 Jahren  stirbt  der  Besitzer 


— 123  - 

und  seine  Erben  verlangen  die  Auszahlung  des  rück- 
ständigen Kapitals.  Wie  gross  war  das  ursprünglich 
angelegte  Kapital?  Wie  gross  die  um  ge  wandelte  Rente? 
W e 1 c fl  e Summe  muss  den  K r h e n a u s g e z a h 1 1 werden? 
Wie  gross  « ä r e sie  gewesen,  wenn  die  Umwandlung 
nicht  geschehen  wäre? 

Auflösung.  Das  Kapital,  womit  die  30jährige  Rente  von 
*2500  hei  4 Procent  angekauft  wurde,  ist: 

1 — 1 04-3® 

‘ A*  = 2500.  -==2n00>^ 

= 43230,0832. 

Der  Werth  der  umgewandelteu  Rente,  die  nach  5 Jahren  erfolgt, 
ergibt  sich,  wenn  man  den  Werth*  einer  4procentigen  Rente  von 
25jähriger  Dauer  ermittelt.  Er  ist: 

1 _ 1 04-26 

R = 2300  • - q’q4  - — -2500X  15,6220799 
= 39055,1998. 

Nennt  man  den  Werth  der  in  den  Zinsfuss  4,5  umgesetzlen 
Rente  T,  so  ist  derselbe  für  eine  Dauer  von  25  Jahren: 

' ■ R 39055,1998 

' ~ 1 - 1 ,045-26  — 14;8282Ö90  ’ 

0,045 

Ig39055,199  = 4,5916788 
lg  14,828209  = U7 10888 

3,4205900 

T = iV.  3.4205900  = 2633,844. 

Der  Werth  des  den  Erben  auszuzahlenden  Kapitals  ergibt  sich, 
da  der  Tod  nach  weitern  5 Jahren  erfolgt,  wenn  man  den  Werth 
einer  20jährigen  Rente  ira  obigen  Betrage  bestimmt.  Er  ist: 

I I 045-20 

R,  = 2633,844. — = 2633,844  x 13,0079365 , 

lg -2633,844  =3,4-205900 
lg  13,007936  = 1,1 142084 

4,5347984 

Ri=]S.  4,5.347984  = 34260,88. 

Das  Kapital,  welches  den  Erben  ohne  erfolgte  Umwandlung 


/ 


t 


^“r  S'r''"  « "f"'  "»"“  -I»'  We,th 

™"ttel,1w  ^ '"'  -r.r«nslich.„  Zi„*f„.. 

/y  _ iir/v»  * ~ >,04-20 

* ■‘^  0,04  =-^00X13,5003263  = 33975,815«. 

yhuJÜ ' 'r^  äQiährigen  Renle  von  IffiO.  Hie  auf  den 

^...»fnas  .J,5  hetechnet  int.  n„rde  bednnsen,  dann  jeneiln  m,l 

Jabren'!"rla^It  ' v “''i'“'  ““'‘K'*»''"  " «"le.  Nach  fl 

.eliefer.  ''''  '''-“'"'"‘S-  'Vieviel  n.„sn  an»- 

A»  — lK«n  1 — 1,035-14 

' ~ ■ — OÄ  ' - = '-10202,9625 . 

Rclif Oente  von  23flO  »nrde  an  4 Prncenl  „nte,  der 
sang  geliaufi,  dann  liei  dem  vor  dem  Schinnne  den  Renten 

KaT,  7 Tr"^“  T“"'  X-  "ieM  aufeerb::: 

n cb  I4'i*"l'  aaagoaablt  iverde.  »er  Käufer  ntirbl 

I3.labre„.  Weicben  Kapital  haben  die  Erben  anaunprecheti? 

ß = 22148,7740. 

✓ 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  wurde  eine  ‘MJährl«  t>  - . 
von  2000  gekauft.  Der  Besitzer  slht  nach 
Erben  auszuzahlende  Kapital  ist: 

ß,  = 2000  . ' — _ 18770, 1476 , 


3ie  Rente  bat  gekostet: 


ß = 28902,2306. 


§.  28. 

‘>5  /ahreuTf  Nach 

.lahren  ist  sie  unbrauchbar  und  aus  dem  auf  sie  vor 

Kapital  der  «ancbine'lllV.^^/er  L;V„:'elu":r/^ 

F Man  reducire  den  Erlös,  welcher 

nde  des  .,>s^ten  Jahrs  aus  dem  Material  gewonnen  wird,  auf  die 
Gegenwart.  Man  erhält:  ' 

,,  1200 

^ ~ 1,0525  — > '-^  0,295-3028  = 354,;163326. 
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Das  Kapital,  .welches  hiernach  in  25  Jahren  verbraucht  wird,  be- 
trägt gegenwärtig: 

ßi  =30000  — 354,363326  = 29645,63668. 

Nennt  man  nun  die  jährliche  Abnutzungs- Summe  A,  so  muss 
dieselbe  während  der  folgenden  25  Jahre  jährlich  in  Ausgabe  ge- 
rechnet werden.  Bringt  man  diese  Ausgaben  auf  die  Gegenwart 
bei  5 Procent  zurück,  so  müssen  sie  dem  obigen  Wertbe  gleich 
kommen.  Man  hat  daher  die  Gleichung: 


211645,8.»  = + ^ + = .4 . 


1—1,05-25 

0,05 


folglich : 


J = 


29645,636  _ 29645,636 

1 — 1,05-25  -’i4;0939446 

0.05 


Ig29645,636  =4,4719607 

lg  14,0939446  = >^4  490325 

3,3229282 

A = iV.  3,3229282  = 2103,430. 

Zw  eite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  der  Maschine 
bei  5 Procent  auf  das  Ende  des  25sten  Jahres  zurück.  Man  erhält: 

S = 30000 . 1,0525  = 30000 . 3,3863549  = 101590,647. 

Von  diesem  Werth  ziehe  man  die  aus  dem  Material  erlöste  Summe 
ab.  Es  ist: 

S,  = 101590,647— 1200=  100390,647. 

Nennt  man  nun  das  Abnutzungskapital  A,  so  muss  dieses, 
25mal  bei  5 Procent  angelegt,  dieser  Summe  gleichkommen.  Man 
hat  daher  die  Gleichung: 

o 

100390,647  = A . 1,0524+  a . 1,0523  + + .1,0522 l, (>5  + ^ 


und  hieraus : 


A = 


_ 1,0525—1 

~ • 0,05 


100390,647.0,05  100390,647 


1,0526—1 


47,7270988  ’ 


log  100390,647  = 5,0016931 
log  47,727098  = 1,6787649 

3,3229282, 


m 


A = ]\.  3,3229282  = 2103,430. 

V erallgemeinert  man  diese  Auflösungen,  so  erhält  man  nach  den 
beiden  Methoden,  wenn  die  Anscliaffungskosten  der  Maschine  K, 
der  Erlös  aus  dem  Material  E,  der  Zinsfuss  p und  die  Zahl  der 
Jahre  n genannt  werden,  nach  der  ersten  Auf  lösiings  - Methode : 


A = 


K-E.Xfip^ 
1 — 1,0/9-” 

ojv 


nach  der  zweiten 


^ _ A’.  1,0/9”— £ 

* ~ 1,0/9  ”':=T~' 

0,0/9 

Vlan  sieht  hieraus,  dass  die  eine  Form  sich  leicht  in  die 
andere  überführen  lässt  und  dass  daher  beide  das  gleiche  Resul- 
tat hervorbringen  müssen. 

ie  viel  ist  die  fragliche  Maschine  nach  einem  (ie- 
b rauche  von  zehn  Jahren  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingungen  noch  werth? 

Erste  Auflösung.  Man  vergleiche  den  Werth  des  An 
schaflFungskapitals  nach  Umlauf  von  10  Jahren  mit  dem  Werthe 
aller  in  diesen  Zeitraum  fallenden  jährlichen  Abnutzungssummen. 
Der  Unterschied  giebt  die  fragliche  Summe.  Der  Werth  des  An- 
schaffungskapitals ist  nach  10  Jahren: 

S,  =29645,6366. 1,03  »o. 

Der  Werth  sämmtlicher  Abnutzungssummen  in  diesem  Zeitraum  ist: 
= 2103,43. 1,059  + 2103,43. 1,05»  + ..  . 2103,43 


= 2103,43 


1,0510—  1 

0,05  ' 


Die  Maschine  ist  daher  nach  zehn  .Fahren  noch  werth : 


W=  29643,636 . 1 ,05  lo  — 21 03,43 


1,0510  — 1 
0,03 


= '29645,636. 1,6288946  — 2103,43, 12,5778925, 

log  29645,636  = 4,4719607 
log  1,6'288946 =0,21 18929 

4,6838536, 

S,  = iV.  4,6839536  = 48289,60. 


Sa  = N.  4,4225360  = 26456,72. 


Der  gesuchte  Werth  ist  daher: 


TF=  48289,60  — 26456,72 
= 218.32,88 

Allgemeine  Auflösung.  Behält  man  die  oben  zu  No.  1) 
und  2)  angegebenen  allgemeinen  Bezeichnungen  bei  und  nennt  die 
Zahl  der  Jahre,  nach  deren  Umlauf  der  Werth  der  Maschine  be- 
stimmt werden  soll,  m;  so  ist  der  VV^ertb  des  Anschaffungskapi- 
tals nach  7ti  Jahren : 

Si  = ( A — £ . 1,0/9-”) . 1,0/9'" ; 

der  Werth  sämmtlicher  Abnutzungssummen  in  demselben  Zeit- 
raum ist : 

S^=A.  1,0/9'"-!  -k  A . 1,0/9'"-^  + A.l,0p  f .4 

1,0/9'"—  1 
= • 

Hiernach  ist  der  VV'erth  der  Maschine  nach  Umlauf  von  ni  Jahren: 

1 Oü”»  — 1 

3)  IF  = ( A - £ . 1,0/9-”) . 1 ,0/9"«  - A . . 

Führt  man  den  Werth  für  A aus  No.  1)  ein,  so  erhält  man,  da 
0,0/9  wegfällt, 

1 Oö'" 1 

4)  IF=(A-£\  1,0/9-”).  1,0/9'"- (A-£.l,0/9-'«).Y^;j^^V 

Zweite  Auflösung.  Die  Maschine  dauert  noch  15  Jahre.' 
Man  hat  daher  für  diese  Zeit  jährlich  einen  VVerth  von  2103.43 
zu  rechnen.  Bringt  man  den  Werth  dieser  Summen  auf  den  An- 
fang dieses  Zeitraums  bei  5 Procent  zurück,  so  ist: 

1 _ 1 05—15 

£=2103,43.  — = 2103,43 . 10,3796.580, 

log  2 103,43  = 3,3229282 

log  10,379658  = 1,01618.30 

4,3391112, 


% 


I 


£ = N . 4,3391 1 12  = 2 1 832,89. 


V 


ti 


riS 


— m — 

Diese  Zahl  stin.n.t  mit  der  obigen  bis  anf  die  let?.te  Ziffer  über- 
ein und  ist  nur  um  1 von  jener  verschieden,  was  auf  die  Rech- 
nung m.t  Logarithmen  zu  setzen  ist,  denn  beide  Auflösungen 
müssen  zu  demselben  Resultate  liibren. 

; Allsemeine  Auflösups.  Ist  die  Maschine  Jahre  im 
mich,  an  ist  die  Zahl  der  riickstSiidigen  Jahre,  iroriii  sie 
noch  dienen  kann , (,,  _ ^Vahrend  dieses  Zeitraums  hetriist 

lichir'A'"'^r  ■'l>"uteun«ssunime  A.  üni  nun  den  Werth  sämmt- 
heher  Ahiintanngssniiimen  an  erhalten,  hat  man  diese  anf  (»-,„) 

rocent  zu  rabattiren.  Der  gesuchte  Werth  ist  dalier: 
5)  R = ^ ^ 

lOp  l,0/j2  + 1 + ••••  Lü;?-(«-m) 

_ 1 — 1 _ 1^0«-»+™ 

0,0p  — 0,0/r 

Führt  man  hier  den  Werth  für  A ans  N».  I)  ein,  so  entsteht: 


£>  ^ 1 — 1 1 n I 

«;0;7  1,0/r-.), 

Die  Gleich, „Igen  No.  4)  und  «)  führen  anf  das  gleiche  Uesnilat 

Oder  feilen  zusammen.  Diess  zeigt  sich  auf  folgende  Weise 

ervielfacht  man  den  zweiten  Ausdruck  in  No.  4)  nach  Angabe 
Her  Klammer,  so  entsteht:  Angahe 

(AT-E.  l,0p-’^) . 1,0«™  + (E- E.l,0p~«) 

1 — l,Ö/>— « 

l-l,0y?-»  ^ - 

I)  f (JiT—E,  l0»-n) 

1 - 1,0^ 

_ — (^—l0p-")  ■ 1,0;?™.  LOg-n^.  f:  J Op-n) 

1 — 1,0/>-« 

_ ^•i’0p~”) — (E — i,0p~”) . i,0/>~"+™ 

^—E.lfOp—”)  (!■ — l,0p-?iA™) 

~ 1 — l,0p~«  ’ 
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also  ist  aus  No.  4) : 

1 1 

7)  fV=(E-E.  ],0p-n)l,0p’"-(E-E. 

1 — 1 0w“”^ 

= (A-£.I,ü„-.).-,-4L— . 

lind  dieser  Ausdruck  feilt  mit  No.  6)  zusammen. 

Jemand  besitzt  ein  Kapital  von  20000.  das  ihm  seine 
Existenz  auf  20  Jahre  sichern  soll.  üeber  welche 
Summe  kann  er  jährlich  während  dieses  Zeitraums  bei 

4 Procent  verfügen?  Wie  weit  ist  dieses  Kapital  nach 

5 .Jahren  a u f g e z e h r t ? 

Die  jährlich  verfügbare  Summe  ii^t  nach  No.  1),  wenn  20000, 
E — 0,  p = i,  m=;20  gesetzt  wird: 

, 20000 

— 2 I 0^—20  — 1 471,63.1. 

^0,1)4 


Nach  Umfluss  von  5 Jahren  beträgt  die  noch  vorhandene  Summe 
nach  No.  3),  4)  und  6): 

S= 20000. 1,04»-  1471,635  - 

1 (Uö 1 


= 20000 . 1,04»  — 20000 


1 — 1.Ö4-20 


= 20000. 


1 — 1.04-1» 


^'^1  — 1,04-20 

= 16362,209. 


li 


Ml? 


§.  29. 

Ein  Kapital  von  6000  trägt  jährlich  4procentige 
Zinse.  Der  Besitzer  kann  ausser  den  fälligen  Zinsen 
dieses  Kapitals  jährlich  noch  460  zu  demselben  Zins- 
fuss  nutzbringend  anlegen.  Wie  lange  muss  er  mit  dCf 
Anlage  dieser  Ersparnisse  fortfahren,  um  im  Ganzen 
ein  Kapital  von  20000  zu  erwerben? 

Erste  Auflösung.  Da  schon  6000  vorhanden  sind,  so  hat 
der  Besitzer  nur  noch  14000  zu  Erreichung  seines  Zwecks  zu 
erw  erben.  Seine  jährlichen  Ersparnisse  betragen  6000  X 0,04 
-1-460  = 700.  Es  fragt  sich  daher,  wann  werden  diese  700,  jähr- 
lich angelegt,  zu  14000  erwachsen.  Nennt  man  die  fragliche  Zeit 
a:,  so  hat  man  folgende  Gleichung: 


I 


— I3ü  — 


1 4(K)0  = 700.1 ,04J^-1  4-  700 . J ,04^-2  4- ....  700 . 1 ,04  4 700 

1,04-- 1 


= 700. 


oder 


0,01 


1,04^— 1 14000 


0,04 


700 


= 20. 


^ erfährt  man  nun  nach  der  S.  298.  u.  ff.  meiner  Anleitung  ange- 

geheuen  .Methode,  so  erhält  man  aus  *den  Tafeln  ohne  Rechnung 
ganz  nahe  x = 15. 

\ erßihrt  man  aber  nach  der  gewöhnlichen  Methode,  so  erhält 
man  aus  der  vorstehenden  Gleichung : 


^ 1,04^  = 20.0,04+1=:  1,8, 

also 

log  1,8  0,2552715 

I Og  1,04  - 0,0 1 7033.3  ~ ^ 

Zweite  Auflö.sung.  Nennt  man  die  Zeit,  in  welcher  das 
Resammtverinögen  des  Besitzers  auf  20000  sich  erhebt,  a;,  so 
wachsen  0000  sammt  4procentigen  Zinsen  zu  der  Summe  6000. 1,04^ 
Die  jährlichen  400  erheben  sich  sammt  Zinsen  zu  folgender  Summe: 

400.  l,04--i  -f  460. 1,04^-2  4-  ....400. 1,04  4-  460  = 400^^“'. 

0,04 

Hieraus  ergibt  sich  folgende  Gleichung:  > 


0,04  ‘ 


oder 


also : 


«00« . 1 ,04-  + 400 . ‘ = 20000 

OIKIO.  1,04^  4-  1 1300. 1,04^—  11300  = 20000, 
17500.1,04^  = 31300, 


1,04-  = ^ = 1,8, 


und  man  erhält  hieraus  durch  die  Tafel  ohne  Rechnung  oder  durch 
Logarithmen  die  nämlichen  Werthe  wie  oben. 


. §.  30. 

Bei  Begründung  der  im  ersten  Kapitel  §.  3]  und  6.  aufge- 
stellten Lehrsätze  wurden  zur  leichtern  Durchführung  des  Calculs 
und  Feststellung  der  Beweise  für  üebertragung  fälliger  Kapital- 
summen auf  die  Gegenwart  oder  auf  künftige  Zeitpunkte  die  zu 
machenden  Zahlungen  , L^,  L^....Ln  in  Kapitalabtragungen  und 


I 
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die  entsprechenden  Zinse  zerlegt  oder  als  in  solche  zerlegbar 
gedacht.  • 

Es  wurde  aber  wiederholt  in  § 4.  S.37.  und  §.7.  S.33.  die  Bemer- 
kung beigeffigt,  dass  diese  Zerlegung  durchaus  kein  wesentliches  Mo- 
ment hei  Führung  des  Beweises  und  Gültigkeit  der  gewonnenen 
Lehrsätze  ahgebe,  sondern  dass,  die  fälligen  Summen  in  ganz  be- 
liebiger Grösse,  also  entweder  so  gross,  oder  grösser  oder  klei- 
ner als  die  fälligen  Zinse  angenommen,  ja  sogar,  dass  in  ein- 
zelnen Jahren  die  Zahlungen  ganz  ausgesetzt  werden  können, 
indem  alle  diese  Voraussetzungen  in  dec  angegebenen  Beweis- 
führung vorausgesehen  seien  und  die  Grösse  der  fälligen  Kapita- 
lien keinen  Einfluss  auf  die  Richtigkeit  der  gemachten  Schlüsse 
ausübe. 

I 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  soll  nun  hier  im  Beson- 
dern  noch  nachgewiesen  werden.  Wir  wählen  hiezu  zur  Vermei- 
dung grösserer  Rechnungen  folgende  einfache  Fälle  und  verdeut- 
lichen das  Gesagte  durch  Anwendung  der  Zinszinsrechnung  und 
der  von  mir  in  §.  5.  aufgestellten,  auf  einfacher  Zinsrechnung  be- 
ruhenden Methode. 


1)  In  den  folgenden  fünf  Jahren  w erden  die  Summen 
2300  , 200  , 200,  2-200.  2100  gezahlt.  Wie  gross  ist  ihr  ge- 
genwärtiger Werth  bei  5 Procent? 

Erste  Auflösung.  Nach  der  Rechnung  mit  Zinse.szinseri 
ist  derselbe  : 


2300  200  200  , 2200  2100 

~ 1,05  + 1,052  + 1,053  + 1,054  + U156 

= 2300.0,95-23810  = 2190,4762 

200 . 0. 9070295  = 181 ,4059 

200.0. 8038.376=  172,7675 
2-200.0,82270-25=  1809,9-454 
2100.0,7835262  = 164.5,4049 

5999,9999, 

If  = 5999,999  = 6000. 


Zweite  Auflösung.  Man  rabattire  nach  § 5.  den  Werth 
der  letzten  Zahlung  mit  Jahreszins.  Es  ist: 

.^-üo^-oo«. 


Man  ziehe  die  Zinse 
des  vierten  Jahres  ab 

J4  = 


% 


hievon,  2000.0,05=100,  von  der  Zahlung 
und  rabattire  den  Rest  mit  1,05.  Man  erhält: 


2200  — 100  2100 


1,05 


= w=“«’- 


1 


\ 
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IVIan  ziehe  die  Zinse  der  zwei  letzten  Summen,  4000.0,05  = ‘iüO, 

von  der  Zahlung  des  dritten  Jahres  ah  und  rahattire  den  Rest 
n)it  1,05.  Es  u ird  : 

200—200  ,, 

'*==  1,05  ="• 

und  ferner  Jg  + ^^4  + ^^3  4000.  Fährt  man  .so  fort,  .so  ist: 

_ 200  — 200  ‘2300  — 200  2100 

MB'-«-  ^‘=~m  =1,(B=-2000. 

Nach  §.  5.  ist  hieraus  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  : 

/^  = + ^3  + ^4 + = 2000  + 2000  + 2000  r=  0000 , 

wie  oben.  ]\lao  erkennt  zugleich  hierau.s,  dass  im  zweiten  und 
dritten  Jahre  keine  Kapital- Abtragungen  statt  batten,  sondern  nur 
die  Zinse  des  rückständigen  Kapitals  gezahlt  wurden. 

2)  Die  Summen  2300,  100,  100  , 2200  , 2100  werden  in 
den  folgenden  fünf  Jahren  gezahlt.  Wie  gross  ist  ihr 
gegenwcärtiger  Werth  bei  5 Procent? 

Erste  Auflösung.  Nach  der  Zinszins-Rechnung  ist: 

2300  100  , 2200  2100 

1 ,05  + 1 ,052  + 1,033  + 1 ,054  + r,05  3 

= 2300.0,9523810  = 2190,4762 

100.0. 9070293  90,7029 

100.0. 8638376  86,3837 

2200.0. 8227025  1809,9454 

2100.0. 7835262  1643,4049 

3822,9131, 

R = 5822,913. 

Zweite  Auflösung.  Nach  No.  1)  geben  die  zwei  letzten 
Zahlungen  die  Werthe  A,  -p  ^4  = 4000.  Man  ziehe  nun  den  Zins 
dieser  Summe,  4000.0,05  = 200,  von  der  Zahlung  des  dritten  Jah- 
res  ab  und  rabattire  mit  1,03.  Es  entsteht: 

. 100  - 200  100 

“i;()3"  =-J;ö5  = -ö^’-'^8095...., 

ferner  ist  A,  + ^4  + J3  = 4000  - 95,238095  = 3904,761905.  Man 
ziehe  nun  die  Zinse  der  drei  letzten  Zahlungen:  3004  761405  0 05 
= 195,23809325....,  von  der  Zahlung  des  zweiten  Jahres' ab  Va- 
hattire  mit  1,03,  so  entsteht: 


.I2  — 


100  - 195,2380932 

1,05 


95,238095 

— 1;Ö5~  = “ i'0,7029478. 


'ei 

} 

t 

J 


! 
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Hieraus  wird ; 

A^  + /l4  + ^3  + ^2 = 4000  - 95,238095  - 90,7029478 ....  = 3814.058956. 

Man  ziehe  nun  den  Zins  dieser  Summe:  3814,058956.0,05 

= 190,702947  von  der  ersten  Zahlung  ab  und  rabattire  mit  1,05. 

Dann  wird  : 

, -iSOO  - 1110,702947  2109,207053 

= r,Ö5  - = -,_05- =2008,83433. 

Hieraus  ergibt  sich  nun  : 

R = A,  f J2  + A + ^4  + ^5  = 3814,058956  + 2008,85433 

= 5822,91329.... 

wie  oben.  In  dem  vorliegenden  Fall«  wird,  wie  man  sieht,  im 

zweiten  und  dritten  Jahre  weniger  als  die  Zinse  des  rückstän- 
digen Kapitals  gezahlt. 

3)  Am  Ende  des  ersten  Jahres  wird  die  Summe  2300, 
am  Ende  des  vierten  die  Summe  2200,  am  Ende  des  fünf- 
ten die  Summe  2100  gezahlt.  Wie  gross  ist  der  gegen- 
wärtige Werth  dieser  Zahlungen  bei  5 Procent? 

Erste  Auflösung.  Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt: 

2-200  2100 

1,Ö5  + 1,05^  + I,03ö 

= 2300.0,9.523810  = 2190,4762 

2200 . 0. 822  7025  1 809,9454 

2100.0. 7835262  1645,4049 

5643,8265, 

R = 3645,8265. 

Zweite  Auflösung.  Die  zwei  letzten  Zahlungen  geben  wie 
oben  die  Summe  Js -|- ^4  = 4000.  Zieht  man  nun  den  Zins  hie- 
von von* der  Zahlung  des  dritten  Jahres  (i.3=0,  da  keine  gelei- 
stet wird)  ab,  rabnttirt  mit  1,05,  so  entsteht: 

. . 0—200 

^3  190,47619047.... 

Hiernach  ist  ^5  + ^4+  ^3  = -tOOO- 190,476190....  = 3809,52.3809.52.... 
Zieht  man  die  Zinse  hievon : 3809,523809.0,03  = 190,476190...., 

von  der  Zahlung  des  zweiten  Jahres-,  L2  — O,  ab  und  rabattirt  mit 
1,05,  SO  wird : 

^ 190,476190  


i KfM.  x/\/  

— = -181,40589569...., 


t 
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und  man  erhält: 


^5  + ^4  + ^3  +^a  = 'to09,52380y5  - I«I,4Ü5895  = 3628,1 179138;}2.... 


Zieht  man  nun  die  Zinse  dieser  vier  Zahlunge'n:  3628,117915 
X 0,05  = 181,40589569....,  von  der  Zahlung  des  ersten  Jahres  ,.h 
und  verfährt  wie  bisher,  so  entsteht: 


.1,  = 


_ 2300-181,405895....  24 18,594104308.... 


1,05 


1,05 


= 2017,70867076... . 


und  man  erhält  für  <len  gesuchten  Werth: 

ß = f f . fg  ^A^i^A^  = 3628,1 179138  + 2017,7086707 

= 5645,826584...., 

me  vorhin.  In  dem  vorliegenden  Falle  wird,  wie  man  sieht,  im 
zweiten  und  dritten  Jahre  keine  Zahlung  geleistet, 

Üie  Harmonie  in  den  Resultaten  bestätigt  die  Richtigkeit  der 
aulgestellten  Lehrsätze  und  der  angewendeten  Methoden.  Die 
Richtigkeit  der  Resultate  selbst  lässt  sich  gleichfalls  darthnn,  wenn 
man  die  Werthe  der  Zahlungsleistungen  Schritt  für  Schritt  ver- 
folgt. Wir  wählen  hiezu  den  Fall  .\o  2).  Die  Rechnung  ist  fol- 
»ende : 


Istes  Jähr.  ^tdnd  der  iSchuld 58^^'^  913293 

29L14.5664 

„ , 6114,058957 

Ziahlung  ab ^^300 

2tes  Jahr.  Stand  der  Schuld 3^4  Ö58T*57 

190,V02948 

, 4004,761905 

Zahlung  ab 

3tes  Jahr.  Stand  der  Schuld 3904  761905 

, m^238095 

4100,000000 

Zahlung  ab 2qq 

4tes  Jahr.  Stand  der  Schuld 4000 

Zins  hinzu 

7 Kl  K ' 

Zahlung  ab 

5tes  Jahr,  Stand  der  Schuld 

Zins  hinzu  . jqq 

7 Kl  . ■ 2IÖÖ 

Zahlung  ab 9l0y 

ÖÖÖÖT~ 
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Drittes  Kapitel. 
Ueber  Tilgrung-spläne. 


§.  31. 

.Allgemeine  Form  der  Tilgiingspläne. 

Grossere  Kapitalien  oder  Anleihen  werden  gewöhnlich  nicht 
wie  die  kleinern  aut  einmal  oder  in  ganzer  Summe  eingezahlt,  und 
können  auch  nicht  wohl  ohne  Störung  des  Geldverkehrs  oder  ohne 
Belästigung  und  Schaden  des  Schuldners  oder  Gläubigers  auf 
einmal  in  Masse  ein-  und  ausgezahlt  werden. 

Der  Schuldner  müsste,  um  grosse  Geldsummen  auf  einmal  zu 
rechter 'Zeit  auszahlen  zu  können,  für  Ansammlung  des  Geldes 
sorgen  und  konnte  sie  während  des  Ansammelns  nicht  benutzen. 
Der  Gläubiger,  dem  auf  einmal  eine  grosse  Summe  Geldes  zur 
Vertügung  gestellt  würde,  wäre  nicht  im  Stande,  sie  alsbald  wie- 
der nutzbringend  anzulegen  Mit  beiden  Geschäften  wäre  Schaden 
für  den  Schuldner  und  (Gläubiger  v’erbunden. 

Das  Ansammeln  grosser  Geldsummen  kann  aber  nur  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  sie  dem  Verkehr  entzogen  werden.  Hie- 
durch würde  das  Geld,  das  sich  in  diesem  Falle  als  Waare  dar- 
stellt, theuerer  werden  und  der  Ansammler  müsste  die  Baarsumme 
theuerer  bezahlen  als  er  sie  ausgibt. 

Mit  dem  Ausgeben  grosser  Geldsummen  oder  ihrem  Rück- 
strömen in  den  Verkehr  verbindet  sich  der  umgekehrte  Nachtheil, 
Der  Besitzer  grosser  Geldsummen  wäre  genöthigt,  sie  so  rasch 
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als  muglieh  nutzbringend  zu  verwenden:  das  Geld,  als  Waare, 

wurde  wohlfeder,  oder  die  Kaufgegenstände  und  Effecten  würden 

fheiierer  werden.  Beide  Operationen  niü.xsen  während  ihrer  Dauer, 

durch  Entziehung  des  Geldes  aus  dem  Verkehr  und  Rückkehr  in 

• enselben,  nachtheilig  einvvirken  und  Schwankungen  im  Geldwerth 
verursachen. 

Es  hegt  daher  im  Interesse  des  Schuldners,  viie  des  Gläubigers, 
»ei  prssen  Anleihen  diese  nachtheiligen  Folgen  zu  umgehen,  was 
am  tüglichsten  durch  allmäliges  Entziehen  und  Rückgeben  geschieht. 

Das  Letztere  wird  gewöhnlich  durch  allmälige  Tilgung  bewirkt, 

und  es  ist  daher  erforderlich,  die  hierauf  heziiglichen  iMethoden 
näher  zu  betrachten. 

Wird  nun  eine  Anleihe  K durch  allmälige  Rückzahlung  ge- 
tilgt, so  geschieht  diess,  wie  schon  im  ersten  Kapitel  angedeutet 
wurde,  dadurch,  dass  in  einer  Reihe  von  Jahren  bestimmte  Sun. 
men  am  Kapitale  bis  zur  völligen  Tilgung  abgetragen  und  jeweils 
(Jie  iiinse  der  vorhandenen  Restschuld  gezahlt  werden. 

Nennt  man  die  jeweiligen  Zahlungsleistungen  <ler  Reihe  nach 

Lj,  Lj,  L3, 

und  die  ihnen  zugehörigen  Kapitalabtragungen  : 

.Jj  , A,2,  A3,  A^, -in, 

SO  (lass 

* ^ L ~ /Jj  E .^2  + + •‘'I4  J , 

ist,  so  ergeben  sich  aus  dem  eben  Gesagten  und  nach  dem  Vorgänge 
der  schon  im  ersten  Kapitel  gemachten  Bemerkungen  bei  dem 
Zinsfuss  p die  Werthe  der  Zahlungen,  welche  in  den  einzelnen 
Jahren  gemacht  werden  müssen,  wenn  die  Verzinsung  und  Til- 
png  jährlich  geschieht,  die  einzelnen  Zahlungen  in  Kapitalab- 
tragsumme und  Zinse  zerlegt  und  die  Glieder  in  entwickelter  Form 
dargestellt  werden,  in  tVdgender  Weise: 

L,=  J A’.0,0/j, 

L2  = -J2  E A . 0,0/2  — Ai  .0,0/2 , 

L3  = J3  T A' . 0,0/2  - A, . 0,0/2— .Jj . 0,0/2 , 

L4  = ^4  + L.  0,0/2  — Ai  . 0,0/2— . Ij . 0,0/2  — A3 . 0,0/2 , 

L3  = A,  + K.  0,0/2-  Ay . 0.0/2-^j . 0,0/2-  A3 . i),Qp-A^ . 0,0/2 , 

• • • ♦ * 

L„  = E A".  0,0/>  - Al  0,0/2 - A.2 . 0.0/2  — ....-  A,>-, . 0,0/2. 
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INicht  immer  findet  die  Voraussetzung  jährlicher  Tilgung  und 
Verzinsung  statt,  denn  häutig  und  bei  Staats-Anleihen,  wozu  auch 
die  Lotterie- Anleihen  gehören,  gewöhnlich  geschieht  die  Ver- 
zinsung halbjährlich  und  nur  die  Kapitaltilgung  jährlich.  In  die- 
sem Falle  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  wie  früher 
gesetzt  wird,  folgende  Darstellung,  da  dop|ielt  so  viele  Zahlun- 
gen gemacht  werden  müssen: 

3) 

L,  = KM, Op,, 

^2  = -f  A,0,0/;j , 

l-a  = h\o,Op,  , 

^4  = ^2  + K . 0,ü/>i  — , , 

L5  = KM, Op,  - A,  M,0p,  - A^M,0p, , 

Lß  ^ — A, . 0,0p,  — A^ . 0,0pi , 

Lou  -1  = A.  0,0/2j  — Ai  . 0,0/2j  — A^ . 0,0/2,  - ....  -1  A„-i  .0.0/2, , 

L2«  =A„  E A:.0,0/2j  - Ai  .0,0/2j  - Jj. 0,0/2,  - ....  - J„_i.0,0/2j. 

Weniger  häufig  kommt  wohl  der  Fall  vor,  dass  auch  die  Kapi- 
talabtraguugen  halbjährlich  vor^sich  gehen,  obgleich  diese  Til- 
gungsart  nach  den  Bemerkungen  des  §.  2'2.  als  die  vortheilhafteste  i 
angedeutet  wurde  und  als  .solche  sich  für  die  Praxis  als  die  zuträg- 
lichste empfehlen  dürfte.  In  diesem  Falle  sind  gleichfalls  2tt  Zah- 
lungen wie  in  No.  3)  zu  machen,  und  mau  erhält  folgende  Dar-  \ 
Stellung : i 


= Ai 

— A^ 

= A3 

= zd.i 


f A'  0,0/2, , 

E A' . 0,0/2,  — Ai  . 0,0/2, , 

E A . 0,0/2,  —A,.  0,0/2,  — A2 . 0,0/2, , 

E A . 0,0/2,  — /l,  .0,0/2,  - 0,0/2,  — A3. 0,0p, , 


La„_i  _ ^2„-i  E K . 0,0/2,  — Ai  . 0,0/2,  -A.^.  0,0p,  Azn-z . 0,0/2, , 

Lin  =Ai„  +A. 0,0/2,  —A,. 0,0/2,  — A.2 . 0,0/2,  Ai„-1 . 0,0p, . 

Bei  einzelnen  Lotterie- Anleihen,  die  halbjährlich  oder  vierteljähr- 
lich gezogen  und  halbjährlich  ausgezahlt  werden,  kommt  diese 
sehr  sachgemässe  Tilgungsweise  vor. 

Bei  Anwendung  der  vorstehenden  Darstellungen  auf  beson- 
dere Fälle  ergibt  sich  daraus  eine  Erleichterung  der  Arbeit,  dass 


r 


I 
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bestimmte  (vlieder  in  zwei  aut  einander  lolgenden  Ausdrucken  gleich» 
zeitig  Vorkommen  und  daher  nur  einmal  berechnet  werden  dürfen. 


T i I g u n g 8 p I a n bei  gleichen  A ti  t r a g s s u m m e n . 


Es  können  nun,  wie  man  leicht  sieht,  folgende  Fälle  eintreten: 

a)  Entweder  sind  die  jährlichen  Kapitalahtragungen  , A^y 

^3  9 ganz  willkührlich  und  stehen  unter  einander  in  kei- 

nem Zusammenhänge; 

b)  oder  sie  stehen  unter  einander  in  einer  bestimmten  Bezie- 
hung, sind  also  unter  sich  gleich,  oder  wachsen,  oder  fallen  in 
arithmetischem  Verhältnisse ; 

c)  oder  sie  stehen  unter  einander  in  einem  geometrischen  Ver- 
hältnisse. 

Im  ersten  J alle  bleiben  die  in  §.  31.  No.  2) — 4)  angegebenen  Dar- 
, Stellungen  in  Kraft  und  die  einzelnen  Werthsumnien  oder  Jahres- 
leistungen müssen  nach  vorstehenden  Bestimmungen  ermittelt  werden. 

Im  zweiten  und  dritten  Falle  werden  bestimmte  Besetze  her 
vortreten,  welche  den  üebei blick  über  Einrichtung  der  Tilgnngs- 
pläna  sehr  erleichtern  und  gestatten,  Tilgurigszeit,  Grösse  der 

jährlichen  Zahlungsleistungen  und  Kapital  - Abtragungen  bedueni 
zu  ermitteln. 


Sind  die  jährlichen  Abtragssummen  einander  gleich,  also 

Al  = A^  = A^  = A„  = A,  so  geht  die  Darstellung  No.  2)  §.31. 

in  folgende  über: 


A + A.ü,0y>, 

Ls  + 0,ü/>  - tiA.  0,0jj , 

L4  =A-f-  K. 0,()/>  — 3A. 0,Ü/9 , 


Lr  — A K. 0,0p  — (r—l)A. 0,0p, 
Lr+i  =A-\-  K.0,0p — rA . 0,0p , 


L„  — A ^ K. 0,0p  — (n>—l)  A. 0,0p. 

• \ erbleicht  man  nun  zwei  auf  einander  folgende  Jahresleistun 
gen  Lr+i  und  Lr  mit  einander, 'so  erhält  man: 
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Hieraus  ergeben  sich  für  das  Schema  No,  1)  folgende  Sätze: 

3)  Sind  die  jährlichen  Kapitalabtragungen,  wodurch 
eine  Anleihe  getilgt  wird,  einander  gleich,  so  nehmen 
die  jährlichen  Zahlungsleistungen  (L)  um  die  gleiche 
Summe  {A . 0,0/^) , und  zwar  um  die  Zinse  der  gleichen 
Kapitalabtragung  ab,  und  umgekehrt: 

4)  Nehmen  die  Jahresleistungen,  die  zur  Verzin- 
sung und  Tilgung  einer  Anleihe  dienen,  jährlich  um 
die  gleiche  Summe,  und  zwar  um  die  Zinse  der  jähr- 
lichen Abtragung  (also  auch  die  des  ersten  Jahres), 
ab,  so  sind  die  jährlichen  1' i I gu  n gssu  m m en  gleich. 

Die  Summe,  um  welche  die  jährlichen  Zahlungen  abnehmen 
sollen , kann  jedoch  nicht  willkührlich  genommen  werden , denn 
würde  sie  zu  hoch  gegriffen,  so  könnte  der  Fall  eintreten,  dass 
die  Jahresleistungen  sich  um  so  viel  verminderten,  dass  sie  nicht 
mehr  die  Zinse  der  vorhandenen  Schuld,  noch  weniger  die  er- 
forderlichen Tilgungssummen  deckten. 

Im  vorliegenden  Falle  ist: 

5)  K = nA, 

Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  rten  Jahres  oder  Anfänge 
des  (r  T l)sten  ist : 

6)  Sr=K-vA. 


Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  durch 


Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jährlich, 
so  ergibt  sich  aus  No.  3)  §.  31.: 


Ly  = A'.0,0/>, , 

L3  = Ä.0,0/?i  — A.Ofipi , 

=A  + KA)Sipi-A.QSipiy 
L5  = K.QSipi—^lAMSipi, 

Lß  + A'.0,0/>,  -2^.0,0/>i, 


I 


f 

f 

V 

r' 


! 


Lir-I  = K . 0,0p,  — (r  — 1)  ^ . 0,0p, , 
Lir  + A'. 0,0p, —(r  — 1)  0,0p,, 


i 

I 


! 
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Vergleicht  man  die  heiden  Halbjahret«- Leistungen  ztveier  Jahre 
mit  einander,  so  hat  man: 

9)  Lar+l  + Lar+2  - L^r-  l — L2r  = -2A.{),[)m  /1 . 0,0/> , 

und  es  gelten  auch  hier  die  unter  No.  3)  und  No.  4)  angeführten 
Sätze  in  Betreff  der  Gesammtleistungen. 

Vergleicht  man  die  Summen,  welche  in  den  ungeraden  und 
geraden  Halbjahren  fällig  sind,  unter  einander,  so  ist: 

Lsr+l  — Lir—\  = — ^4.0,0/?|, 

— L^r  ~ — A.0,0/)j. 

. Es  zeigt  sich,  dass  auch  hier  die  genannten  Sätze  jedoch  mit 
der  Modifikation  gelten,  dass  die  Halbjahreszinse  die  Abnahme 
bilden.  Die  Gleichungen  No.  5)— 7)  bleiben  in  Kraft. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,-  so  erhält 
man  aus  No.  4)  §.  31,: 

l->)  L,  =A  + f{.0,0p,, 

=A  + A\ 0,0/?,  — A . 0,0/?, . 

/>3  =A  + A'.0,0/?,  - 2.4. 0,0/?, , 

L^=A  + K. 0,0/?,  - 3.4 . 0,0/?, , 

Lar  = .4  + K.0,0pi  — (2?  - 1)  A .0,0/?, , 


Es  gelten  auch  hier  die  in  No.  3)  und  No.  4)  genannten  Sätze 
mit  der  Abänderung,  dass  sich  die  Zins-  und  Tilgungssummen  auf 
Halbjahresfristen  beziehen  Es  ist  daher: 


13) 

14) 
13) 

16) 


/v2r  fl  — L^r  = — .4 . 0,0/?,  , 
A = In  A, 

Sr~  A — r/i , 


h 

ll 

ij 


§.  33. 

% 

Anwendung. 

Die  Anwendung  der  in  §.  32.  aufgestellten  Sätze  ist  sehr  einfach. 
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1)  Ein  Kapital  von  2400000  soll  zu  5 Procent  verzinst 
und  durch  eine  jährliche  Kapital- Abtragung  von  200000 
getilgt  werden.  Welches  ist  der  bezügliche  Tilgungs- 
plan? ln  welcher  Zeit  ist  das  Kapital  getilgt? 


Das  Kapital  ist  nach  §.  32.  No.  7)  getilgt  In : 


_^00000_ 
” “ 200000  ~ 


V2  Jahren. 


Setzt  man  nun  in  No.  1)  §.32.  K = 2400000,  .4  = 200000,  A.0,0/? 
= 2400000.0,05  = 120000,'  /4.0,0/?  = 200000.0,03  = 10000,  so  er- 
gibt sich  mit  Rücksicht  aut  No.  6)  §.  32.  folgende  Zusammenstel- 
lung für  den  Tilgungsplan  : 


Juhr 

Grosso  der  jährlichen 
Zahlungen 

# 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  nächsten 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang  des 
nächsten 

l 

320000 

2200000 

200000 

■2 

310000 

2000000 

400000 

3 

300000 

1800000 

600000 

4 

290000 

0)00000 

800000 

0 

280000 

1400000 

1000000 

6 

>70000 

1200000 

1200000 

7 

260000 

1000000 

1400000 

8 

230000 

800000 

1600000 

9 

240000 

600000 

1800000 

10 

230000 

400000 

2000000 

11 

220000 

200000 

2200000 

12 

210000 

2400000 

3)  Die  Bedingungen  sind  wie  oben.  Das  Kapital 
soll  halbjährlich  verzinst  und  jährlich  getilgt  werden. 
Welches  ist  der  bezügliche  Tilgungsplan?  Wann  ist 
das  Kapital  getilgt? 

Die  Tilgung  geschieht  nach  7)  §.32.  in 

2400000  . 

^ ganzen  oder  24  Halbjahren. 

Setzt  man  nun : 


T 


'.1 


1 

f 


i« 


I 


I 


\ 

.1 

l| 

:l| 


V 

1 


4 


I 

i 
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K . 0,0;;,  — 2400000 . 0,025  = 60000 , A . Qfipi  = 200000 . 0,025  = 5000, 
so  ergibt  sich  nach  No.  8)  §.32.  folgender  Tilgungsplan: 

4) 


llalb- 

jiihr 

I Grösse  der 
halbjährlichen 
Zahlungen 

Stand  d.Schult 
am  Ende  des 
Halbjahrs  odei 
Anfang  des 
nächsten 

1 GrÖHse  d.  heim- 
gezahlt. Schuld  1 

" am  Ende  des 
Halhj.  od.  An- 
fang d.  nächst. 

1 

60000 

2 

260000 

2200000 

1 200000  ' 

3 

55000 

4 

255000 

2000000 

400000 

5 

50000 

1 

' 1 

1 

6 

1 250000 

1800000 

1 (iOOOOO 

7 

45000 

« 

245000 

IfiOOOOO 

800000 

9 

40000 

1 

10 

• 240000 

1400000 

lOOOOOO 

11 

35000 

t 

<l 

12 

235000 

1200000 

1200000  ' 

13 

30000 

14 

230000 

1000000 

1400000 

15 

25000 

16 

225000 

800000 

1600000 

17 

20000 

\ 

18 

1 

220000  j 

600000 

1800000 

19 

15000 

N 

20 

215000 

400000 

2000000 

21 

10000 

'i 

22 

210000 

200000 

2200000 

23 

5000 

j 

24 

2050Ö0 

1 

1 

2400000  i 

5)  Ein  Kapital  von  2400000  soll  zu  5 Procent  halb 
jährlich  verzinst  und  durch  eine  halbjährliche  Kapital-  ' 
abtragung  von  100000  getilgt  werden.  Welches  ist  der 
bezügliche  Tilgungsplan?  Wann  ist  das  Kapital  ge- 
tilgt? 
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üas  Kapital  ist  nach  No.  16)  §.  32.  in : 

« = |^^^  = 12  Jahren  oder  24  Halbjahren 

getilgt.  Setzt  man  nun  : 

=2.5,  K = 2400000,  ^ = 100000,  K.  0,025  = 60000, 

A . 0,025  = 2500 , 

so  erhält  man  aus  No.  12)  und  No.  15)  §.  32.  folgenden  Tilgungsplan  : 

6) 


1 

jahr  j 

£ 

Grösse  der 
lialbjährlichcn  I 
Zahlungen 

1 

Stand  d.Schiild  ( 
am  Ende  des 
lalbjahrs  oder 
Anfang  des  I 
nächsten  f 

jrösse  der  ge- 
tilgten Schuld 
am  Ende  des 
lalbj.  od.  An- 
ang  d.  nächst. 

1 1 

160000 

2300000  ! 

) 

100000 

i 

2 

157500 

2200000  1 

200000 

3 

155000 

2100000  i 

i 

300000 

4 

152500 

2000000  ! 

400000 

3 

150000 

1900000  1 

500000 

6 

147500 

1800000  ! 

600000 

/ 

145000 

1700000  ! 

700000 

8 

142500 

1600000  i 

1 

800000 

y 

140000 

1500000  I 

oooooo 

lo! 

137500 

1400000  I 

1000000 

11 

135000 

1300000 

1100000 

12 

i 132500 

1200000 

! 1200000 

13 

130000 

11 00000 

1300000 

14 

127500 

1000000 

1400000 

15 

125000 

oooooo 

1500000 

16 

122500 

800000 

1600000 

17 

1 120000 

700000 

1700000 

18 

117500 

600000 

1800000 

10 

115000 

500000 

1000000 

20 

1 12500 

400000 

2000000 

21 

110000 

300000 

2100000 

22 

i|  107500 

200000 

2200Ö00 

23 

i 105000 

100000 

2300000 

24 

. 102500 

2400000 

I 
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4. 

-f’ 


i 


t 

y. 

t? 


I 

1 


-s*4 

1 


1 


I 

t 


/ 


\ ergleicht  man  nun  <Ue  Summen,  welche  zur  l'ilgung  der 
Schuld  nach  den  verschiedenen  Tilgungsplänen  erfordert  werden,  so 
? ^ ^ aufgestellten  Sätze.  Die  Jahresleistun- 

gen in  ^o.  2)  nehmen  um  10000,  die  Zinse  der  Tilsrunffssumnie. 
ab;  die  Summen  der  ungeraden,  so  wie  der  geraden  Halbjahre 
nehmen  in  No.  4)  um  je  3000,  die  Jahreszahlungen  um  200000 
ab , die  halbjährlich  zu  zahlenden  Summen  in  No,  6)  nehmen  um 
2500,  die  halbjährlichen  Zinse  der  Abtragssumme  ab.  Vergleicht 
man  nun  auch  die  Summen,  welche  im  Ganzen  auf  die  Tilgung 
derselben  Anleihe  in  dem  Zeitraum  von  12  Jahren  verwendet  wer- 
den müssen,  so  erheben  sie  sich  in  den  beiden  ersten  Fällen  bei 
jährlicher  Tilgung  und  jährlicher,  so  wie  halbjährricher  Verzin- 
sung auf  3180000,  während  sich  die,  welche  bei  halbjährlicher 
Verzinsung  und  Tilgung  in  dem  gleichen  Zeitraum  erfordert  wer-^ 
den,  nur  aut  3150000  erheben,  und  weisen  also  einen  iVlinder- 
aufwand  von  30000  oder  ein  jährliches  Ersparniss  von  2500  nach. 
Gewöhnlich  verzinsen  die  Staaten  ihre  Anleihen  halbjährlich  und 
tilgen  jährlich.  Oflfenbar  ist  mit  dieser  Tilgungsweise  ein  Nach- 
theil verbunden,  der  sich  bei  einem  geordneten  Haushalte  leicht 
vermeiden  lässt,  worauf  schon  in  § 22.  und  §.23.  hingewiesen  wurde. 


§.  34. 

1 ilgungsplan  für  Kapital-Abtragungen,  die  um  gleich 

viel  zu  rieh  men. 

Nehmen  die  Summen,  wodurch  eine  Anleihe  K getilgt  wer- 
den soll,  um  die  gleiche  Grösse  zu,  so  dass  = A,  A.,  = A + D, 
A3  — A -I- 'J/J,  ....  An  = A -l-(7i  — 1)D  ist,  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung und  Tilgung  Jährlich,  so  stellt  sich  der  hiezu  gehörige 
Tilgungsplan  nach  2)  §.  31,  in  folgender  Weise  fest: 

1) 

— A Al  . 0,0p , 

L^  = A + D + A.  0,0p  — A.  0,0p, 

L3=A  + 2D+A.  0,0p  - lA . 0,0p  - D . 0,0p , 

L^=zA  K.0,0p — 3A.0,0p — ^.0,0/?, 


\ 


Ln—A+  (»— 1)  D^K.  0,0/^  — (n—  l)A.  0,0p  — . 0,0p. 


WJ  — 


•2) 


Unter  der  Bedingung,  dass 

(2.4  T (w  — 1)  D)?i 


K= 


iiA  -f- 


n{n  — l) 


1.2 


Ü 


ist.  Oie  Tilgungssumnie  des  rten  Jahres  {Tr)  heslininit  sich  durch 


Tr=  /I  + (r-l)/>. 


Oie  (ilrösse  der  getilgten  Schuld  am  Ende  des  rten  oder  Anfänge 
des  (r  f l)ten  Jahres  ist: 

3)  Gr^rA^r  1.2“^ 

Oer  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  rten  oder  Anfang  des  (r+l)ten 
Jahres  wird  gefunden,  wenn  man  sämmtliche  bis  dahin  zurück- 
gezahlteii  Beträge  von  der  Anleihe  abzieht.  Es  ist  daher  aus 

No.  3) : 


J) 


,,  = yv  _ =K-rA- D. 


Hieraus  und  aus  No.  2)  ergibt  sich  eine  zweite  Methode,  die 
Summe  zu  bestimmen,  welche  im  Laufe  des  rten  Jahres  gezahlt 
werden  muss.  Sie  besteht  nämlich  aus  dem  Zins  der  Restschuld 
des  vorigen  (r—  l)ten  Jahres  und  der  Tilgungssunmie  des  rten  Jah- 
res, und  es  ist: 

5)  Lr  — Nr— 1 .J[),0/>  4 Tr. 

Vergleicht  man  die  Werthe  zweier  auf  einander  folgenden  Jahres- 
zahlungen, so  erhält  man  nach  den  gehörigen  Reductionen: 


ß)  _ Lr+i  = —D\A.  0,0/>  + (r  - 1 ) /) . 0,0/^. 

V 

Hier  liegt  kein  so  einfaches  Besetz  für  den  Uebergang  von  einer 
Jahreszahlung  zur  nächst  folgenden  vor,  wie  ln  No.  2)  §.32.  Ist 

Ijj. Lr-\-i  positiv  oder  Lr^  Lr^i,  so  fällt  die  Jahresleistung. 

Ist  aber  Lr  — Lrfi  negativ  oder  />rS,Lr+i.  so  steigt  die  Leistung 
des  nachfolgenden  Jahres.  Es  kann  daher  ein  Steigen  und  Fal- 
len der  Jahreszahlungen  bei  dem  vorstehenden  Tilgungsplan  ein- 

treten. 

✓ 

Untersucht  man  nun  deu  Ausdruck 
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Lr=  ^ + (r -!)/>+ A.0,0/>-(r-l) /1.0,0p- 


(r-2)(r-l) 

1.2 


/>.0,0p 


auf  ein  Maximum,  so  ist: 

7)  . -~=1) — /1.0,0p  — . D.i),0p, 

d^Lr 

(0r)2 

Es  ist  daher  unter  den  Jahresleistungen  von  No.  1)  ein  Maximum 
möglich.  Setzt  man  nun  den  Werth  auf  der  rechten  Seite  in  No.  7) 
der  0 gleich  und  bestimmt  hieraus  r,  so  hat  man  zur  Bestim- 
mung dieses  Zeitpunktes: 


= — D.  0,0p. 


Hieraus  folgt: 


100  3 A' 

*■-  p +2”ö- 


9)  Bei  den  Zahlungsleistungen  des  Tilgungsplans 

!No.  1)  entsteht  ein  Maximum,  wenn  + 1,5S^,  also 

p ^ D 

w enu  A im  Verhältriisszu/>nichtcrr»sserals  ^^^+1,5  ist. 

p 


Wird  dieses  Verhältniss  überschritten,  so  wird  r negativ  und 
der  Zeitpunkt  wird  nicht  mehr  eintreten.  Die  Werthe  der  Zah- 
lungen werden  dann  fallen. 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Anleihe  getilgt  wird,  ergibt  sich 
durch  Entwicklung  von  7i  aus  der  Gleichung  2)  und  ist: 


10) 


n 


. /2Ä  . /2A-J)Y\  ‘2A 

=v  U +(  W-) 


2/4— /J 


1 

21) 


.D  + C2Ä-Dj^ 


2D 


2A  — D 
2t) 


Führt  n nicht  auf  eine  ganze,  sondern  eine  gemischte  Zahl, 
so  ist  es  am  besten,  die  Zahlungs- Leistung  für  das  letzte  Jahr 
und  dann  die  Grösse  der  Bestschuld  zu  bestimmen  und  sie  der 
letzten  Zahlung  zuzuschlageii  oder  auf  das  nächstfolgende  Jahr 
überzutragen. 

Geschieht  unter  den  zu  No.  1)  gemachten  Voraussetzungen 
die  Verzinsung  der  Anleihe  halbjährlich  und  die  Tilgung  jährlich, 
so  ergibt  sich  aus  No,  3)  §.  31.  folgender  Tilgungsplan: 
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L,  = A.OjO;?! , 


^2 

= A 

f A.0,0pi , 

L. 

— 

A.0,0p, — /4.0,0p, , 

L, 

= A^  I) 

4-  A.0,0p, — A .0,0p, , 

A.0,0p,— 2/4 .0,0p,  — Z). 0.0p, , 

! Lß 

= A+2I) 

f-  A.O.Op,  — 2/4 . 0,0p,  — D . 0,0p, , 

Lr 

— 

A.0,0p,  —3/4. 0,0p,  — ^ D.O.Op, , 

j fn 

=;4  + 3/j 

f A O.Op,  -3/4 . 0,0p,  - ö • 0,0p, , 

j 

1 

1 

A 0,0p, -t«-l)/4.0,0p, - ^”~2)^~^/>.0,0p, . 

1 

L^n 

=/4+(m- 

!)/>+  A.0,0?>,  -(«-l)/4.0,0p,  - ~*^/J.0,0p, . 

X • ^ 

Bei  dieser  Darstellung  hieiben  die  in  No.  2)  — 5)  aufgestellten 
Gleichungen  in  Kraft.  Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  No.  10), 
«eiche  die  Tilgungszeit  bestimmt. 

Nimmt  man  die  beiden  Halbjahreszahlungen  zweier  auf  ein 
ander  fokenden  Jahre  zusammen,  so  unfeiliegeii  sie  den  gleichen 
Bedingungen,  die  in  No.  6),  8)  und  9)  angegeben  sind. 

Vergleicht  man  aber  die  Werthe  der  Zahlungen  zweier  auf 
einander  folgenden  ungeraden  Halbjahre,  so  erhält  man: 

12)  L2r-1  — L2r+l  = /1.0,0p,  + (r  — 1)  ß . 0,0p, . 

Hiernach  ist  ^ , d.  h. 

13)  die  Werthe  der  Zahlungen  für  die  ungeraden 
Halbjahre  nehmen  beständig  ab,  denn  der  Werth  jeder 
vorhergehenden  Zahlung  ist  grösser  als  derjenige  der 
nachfolgenden. 

Vergleicht  man  die  Werthe  der  Zahlungen  zweier  auf  einan- 
der folgenden  geraden  Halbjahre,  worin  die  Tilgung  erfolgt,  so  ist 

14)  //2r  — = — /J  + ^ . 0,0p,  + (r  — 1 ) /J . 0,0p,  . 

Hier  gelten  die  Bemerkungen,  welche  zu  No.  6)  gemacht  wurden. 
Auch  hier  kann  ein  Maximum  eintreten.  Es  bestimmt  sich  nach 
dem  Vorgänge  von  No.  7)  auf  folgende  Weise: 

I 

j 

i 


I 


V 
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...  100  3 J 200  . A 

'*>  ■■=^+5-2)=ir+''S-B- 

Es  tritt  aber  in  einem  viel  spätem  Zeitpunkt  ein. 

Für  die  beiden  Til^ungspläne  No.  1)  und  II)  gelten  noch  nach 
No.  2)  folgende  Bestimmungen: 

16)  j = 

n 2 

wenn  D und  n bekannt  ist, 

* m 


/>  = 


n{n  — 1)  n — 1 


wenn  K,  A und  n bekannt  ist. 

Geschieht  endlich  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,  so 
ergibt  sich  aus  No.  4.  §.31.  tolgender  Tilgungsplan: 


Lx  = /i  + A:.o,Op,, 

La  = ^ + Z>  + isr.  0,0/>,  - A . 0,0/?, , 

Lg  = ^ + 2Z>  + K. 0,0/?,  - 2 J . 0,0;?1  - Z>. 0,0//, , 

L4  = ^ + 3/) + Ä.  0,0/?,  -ZA.  0,0/?,  - fl  />.  0,0/?, 


L2„=^+C2«-l)/>+ir.0,0/?,-(2«-l)^.0,0/?,-^^^^^~*^/4.0,0/?„ 

unter  der  Bedingung,  dass 

19)  + /> 

ist.  Die  Gleichungen  No.  3),  4),  5)  bleiben  mit  der  Abänderung 
in  Kraft,  dass  sie  auf  halbe  Jahre  statt  auf  ganze  zu  beziehen 
sind.  Die  Werthe  zweier  auf  einander  folgenden  Halbjahreszah- 
lungen unterliegen  folgender  Beziehung: 

20)  L2r  - L2r+i =-D\^A.  0,0/?,  + (2r  - I ) D . 0,0/?, . 

Auch  hier  ist  ein  Maximum  möglich.  Es  tritt  nach 

* 

Halbjahren  oder  nach 


I 
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r 


100  3_J 

/?  ■*'4  n 


Jahren  ein.  Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  No.  19)  auf  fol- 
gende Weise:  , 


(2A-/))2\ 
16D2  / 


23) 

= JBV[8/f.ö+(2.4-/)«-~-. 


Führt  n nicht  auf  eine  ganze,  sondern  eine  gemischte  Zahl,  so 
wird  es  am  sachgemässesten  sein , die  Restschuld  für  die  gefun- 
dene ganze  Zahl  zu  bestimmen  und  damit  zu  verfahren,  wie  oben 
zu  No  10)  angegeben  wurde. 


Ferner  erhält  man  aus  No. 


19): 

» 

??(2« — \)D 


> 


K — 

n (2m  — 1) 


§.  35. 

/ 

Anwendungen. 

1)  Eine  Anleihe  von  19500  00  soll  zu  5 Procent  jähr- 
lich verzinst  und  so  getilgt  w' erden,  dass  im  ersten 
Jahre  150000  zurückgezahlt  und  diese  Summe  noch  um 
jährliche  10000  erhöht  wird.  Welches  ist  der  bezüg- 
liche Tilgungsplan?  Wann  ist  die  Schuld  getilgt? 

Wendet  man  zur  Beantwortung  dieser  Fragen  No.  1)  und  die 
folgenden  Gleichungen  §..34.  an,  so  ist  Ä'=1950000,  .4  = 150000, 
D=  10000,  /?  = 5 einzuführen. 

i 

Die  Zeit  bestimmt  sich  dann  auf  folgende  Weise.  Es  ist: 

2Ä_  2. 1950000  2.1  — D 2.1.50000-10000  29 

D-  10000  2/J  “ 2Ö0(RF0  =2’ 

folglich : 

n=z\  \^4..390  + 29*-^  = ; V^Öl  - ^ =-^- = 10, 

und  die  Anleihe  wird  ln  10  Jahren  getilgt  sein. 

Die  Jahreszahlungen  werden  sich  dadurch  am  einfachsten  he 
stimmen,  wenn  man  die  allen  Gliedern  in  No.  1)  §.34.  gemeinsch.aft- 
lichen  Werthe 

11 
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K.Q,i}p  + 1950000.0,05  + 150000  = 247500 

ermittelt  und  die  w echselnden  Werthe  von  10000,  />.0,0/?=500 
und  ^.0,0/>  = 7500  zu-  und  abzählt.  Der  Stand  der  Schuld  und 
.he  (.rüsse  der  getilgten  Schuld  ermittelt  sich  ans  den  Gleichuncen 
>0.  4)  und  3).  Hieraus  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan  : 

2) 


Jahr 

Grösse  der 

jährlichen 

Ziihhuigcn 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folgenden 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden 

\ 

Tilgtings- 
j summe. 

1 

1 247500 

\ 

isooooo 

150000 

150000 

2 

250000 

1 1 <340000 

310000 

160000 

3 

252000 

^ _ 1 

1470000 

480000 

170000 

4 

253500 

1290000 

060000 

180000 

5 ^ 

254500  1 

1100000 

850000  ' 

190000 

0 I 

1 

255000 

900000 

1050000 

200000 

t 

255000 

<390000 

1 260000  i 

210000 

8 

254500 

470000 

1 

1480000 

220000 

9 

253500 

240000 

1710000  ! 

230000 

10 

252000 

f 

1950000 

240000 

Die  Richtigkeit  dieser  Angaben  kann  man  durch  die  Gleichung 

i^.  o)  §.  34.  untersuchen.  Soll  nämlich  die  Zahlungsleistung  des 
hten  Jahres  bestimmt  werden,  so  hat  man:  ^ 

Lg  = Sg.0,05  + 7g  = 1100000.0,05  J 150000  + 5.10000 
= 255000. 

denn  die  Tilgungssumme  des  6ten  Jahres  ist  nach  der  Gleichun.^ 
No.  3):  ^ 

7’g  = 150000  + 5. 10000  = 200000, 

wozu  noch  die  Zinse  der  Schuld  des  vorigen  Jahres  kommen. 

Die  Zahlungsleistungen  wachsen,  wie  man  sieht,  erreichen 
einen  höchsten  Werth  und  fallen  von  da  an  wieder.  Der  Zeit- 
punkt tällt  tür  das  Maximum  nach  No.  8)  §.  34.  auf  das 

150000  , 

5 ^ 10000  ~ ~ = 6^5 

Jahr,  also  in  die  Mitte  zwischen  das  6te  und  7te  Jahr.  Daher  ent- 
stehen zwei  grösste  Werthe.  Fiele  der  Werth  von  r näher  an  das 
eine  oder  andere  Jahr,  so  würde  nur  ein  Maximum  entstehen. 
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Ut  A <,D,  so  erhält  der  Zeitpunkt,  in  welchem  das  Maximum 
eintritt,  für  einen  bestimmten  Zinsfuss  einen  festen  Werth.  Er 
fällt  bei  dem  Zinsfuss  5 auf  das  21ste  Jahr  und  kann  nicht  spä- 
ter fallen.  Bei  dem  Zinsfuss  4 fallt  er  auf  das  26ste,  bei  dem 
Zinsfuss  3 auf  das  .35sfe  Jahr  u.  s.  w.  Nur  in  dem  Falle,  als  A'^  D 

ist,  welcher  vorliegt,  kann  der  Zeitpunkt  des  Maximums  früher 
fallen. 

3)  Die  Bedingungen  sind  wie  oben  unter  No.  1).  Die 
Schuld  soll  halbjährlich  verzinst  und  jährlich  getilgt 
w erden.  Welches  ist  der  bezügliche  Ti  Igungsplan?^ 

IM  m der  Tilgung  keine  Aenderung  eintritt,  .so  bleibt  auch 
die  Tilgungszeit  dieselbe.  Die  .>leihe  wird  daher  in  10  Jahren 
getilgt  sein,  wozu  aber  «0  Zahlungen  erforderlich  sind.  Es  kommt 
daher  die  Darstellung  No.  11.  §..34.  zur  Anwendung.  Die  nöthi- 
gen  V\erthe  .sind:  iT=  1950000,  J = 150000,^  Z)=  10000 
A. 0,0;?,  = 48750,  J. 0,0/;,  = .37.50,  D . 0,0/;,  = 250.  Die  in 
allen  geraden  Halbjahren  vorkommende  Summe  ist: 

A^K.  0,0/;,  = 150000  + 48750  = 198750, 
an  welche  sich  die  positiven  und  negativen  Werthe  der  weiter 
nöthig  werdenden  Glieder  schliessen.  Die  Gleichungen  No.  .3)  und 
D 34.  gelten  auch  hier.  Der  fragliche  Tilgungsplan  ist  daher: 

4) 


Halb- 

Grösse  der 

IStnnd  der  Schuld  an 

1 Grösse  der  getilgten 

halbjährlichen 

1 Ende  des  Halbjahres 

Schuld  am  Ende  des 

i Til£run2:s 

jnhr. 

Zahlungen. 

oder  Anfang  des 

Halbjahres  oder  An- 

1 summe 

. - 



nächsten 

fang  des  nächsten 

1 

1 

' 48750 

— 

2 

3 

I 19875(1 
! 45000 

1800000 

150000 

: 150000 

4 

5 

i 2050(X) 
41000 

1640000 

( 

31 0000 

160000 

6 

7 

211000 

36750 

1470000 

480000 

170000 

8 

9 ' 

i 216750 
32250 

1 290000 

660000 

180000 

10  1 

11 

222250 

27500 

1100000 

850000 

190000 

12 

13 

227500 

22500 

900000^ 

1050000  * 

200000 

14 

15 

232500 

17250 

690000 

1260000 

210000 

16 

17 

237250 

11750 

470000 

1480000 

220000 

18 

19 

241750 

6000 

240000 

1710000 

230000 

20  ' 

246000  ' 

1950000 

240000 

11* 
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Die  Summen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen  nach  No.  12)  uijd 
1*1)  §.34.,  diejenigen  der  geraden  steigen,  denn  ein  Maxinuini 
würde  bei  den  letzten  erst  im 


»•  = “«-  + >.5  — 


J 50000  _ 5 

JOOOO  ~ 


Jahre  eintreten.  Xählt  man  aber  die  beiden  Summen  eines  jeden 
Jahres  zusammen , dann  stimmen  sie  mit  den  in  No.  2)  gegelie- 
nen  überein  und  das  iVIaximum  tritt  im  finiten  Jahre  ein. 


§.  36. 


I 


I 

I 

1 

I 


I 


« 


i 


] 

I 

5 

li 


Fortsetzung, 

I)  Eine  Anleihe  von  24500  00  soll  mit  5 Procent  ver- 
zinst und  so  getilgt  werden,  dass  l'ilgung  und  \ erzin- 
sung  halbjährlich  geschieht,  im  ersten  Halhjahre 
75000  abgetragen  und  diese  Summe  in  jedem  folgenden 
um  5000  erhöht  wird.  Welches  ist  der  bezügliche  Til- 
gungsplan?  In  wie  »'iel  Jahren  ist  die  Schuld  getilst? 

Hier  kommt  das  Schema  ISo.  18)  §.  34,  zur  Anwendung.  Es  ist 

Ä’  = 2450000,  ^ = 75000,  /J=5000. 

V 

Die  Zeit  bestimmt  sich  aus  No.  23)  §.34.  und  man  hat  dort: 

« 

^_24500  0 0 2/1— 2.75000  — 5000  145 

2D-  2.5000  — - 4.501)0  = W 

einzuführen.  Es  ist  daher: 


. 1-^32  145  1 

71  = v/(245  + ^ ) _ — = - v(i»8000  + 21 025) 


1 


= ^ V 119025  = 


145 

20 


Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  oder  20  halben  Jahren  getilgt 
sein.  Zur  heststellung  des  Tilgungsplans  hat  man: 

A . 0,0/>,  =2-150000. 0,025  = 61250r  A . 0,0;^!  =75000. 0,025=1875, 

n . 0,0;ji  = 5000 . 0,025  = 1 25. 

Die  allen  Gliedern  gemeinscbaftliche  Summe  ist: 

A + A . 0,0/>,  = 75000  + 61250  = 136250. 

Der  Stand  der  Schuld  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  No.  4)  §.,34.; 
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Sr  = 2450000  - r . 75000  - - • 5000 , 

die  Grösse  der  getilgten  Schuld  aus  No.  3)  §.  34, : 

6V  = r . 75000  + ^ . 5000. 

Hieraus  ergibt  sich  der  nachstehende  Tilgungsplan : 


3) 


Halb- 

jahr. 

Grösse  der 
halbjährlichen 
Zahlungen 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Halbjahijes 
oder  Anfang  des 
nächsten 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Halbjahres  oder  Anfang 
des  nächsten 

Tilgunys- 

summt' 

1 

136250 

2375000 

75000, 

’75Q00 

2 

139375 

2295000 

155000 

80000 

3 

142375 

2210000 

240000 

85000 

4 

145250 

2120000 

330000 

90000 

5 

148000 

2025000 

425000 

95000 

6 

150625 

1925000 

525000 

100000 

7 

153125 

1820000 

630000 

105000 

8 

155500 

1710000 

740000 

110000 

9 

157750 

1595000 

855000 

115000 

10 

159875 

1475000 

975000 

120000 

11 

161875 

1350000 

1 100000 

125000 

12 

163750 

1 220000 

1230000 

130000 

13 

16.5500 

1085000 

1365000 

135000 

14 

167125 

945000 

1505000 

140000 

15 

X 

168625 

800000 

1650000 

145000 

16 

170000 

650000 

1800000 

150000 

17 

171250 

495000 

1955000 

155000 

18 

172375 

3:35000 

2115000 

160000 

19 

173375 

170000 

2280000 

165000 

20 

174250 

' 

2450000 

170000 

\ 

Die  Richtigkeit  der  angegebenen  W’erthe  lässt  sich  leicht  durch 
die  Gleichung  No.  5)  §.  34.  nachweisen.  So  ist  z.  B.  die  im  16ten 
Halbjahre  zu  zahlende  Summe: 

^16  = -Sis . 0,025  + T.g  = 800000 . 0,025  + 75000  + 15 . 5000 
= 20000  + 150000  = 170000, 


i 


1 


: 

i 


j. 
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was  mit  No.  3)  übereiiistinimt.  Ein  iMaximum  tiiidet  bei  dem  vor- 
stehenden Tilgungsplan  nicht  statt.  Es  fiele  nach  No.  ‘il)  §.  34. 
auf  das 


200  , - _ 75000 

5 + 5000 


I 


I 

I 

» 

i 

i 

[ 

f 


rr 


I 

I 

i 
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Halbjahr,  vväbreud  der  Til^uiigsiplan  sich  nur  aut’  '20  Halbjahre 
erstreckt.  8ämintliche  VVerthe  der  Zahlungen  steigen  daher,  ßei 
Tilgungsplänen,  welche  eine  längere  Zeit  erfordern,  wird  dieses 
iMaximuni  hervortreten.  Diess  soll  noch  an  folgendem  Falle  ge- 
zeigt werden,  wobei  wir  der  Kürze  wegen  nur  Einzelnes  aus  dem 
Tilgungsplan  herausbeben. 

4)  Eine  Anleihe  im  Betrage  von  4380000  soll  so  zu 
.5  Procent  getilgt  werden,  dass  ini  ersten  Jahre  1000 
und  in  jedem  folgenden  10000  mehr  am  Kapitale  abge- 
tragen werden.  Welches  ist  der  bezügliche  Tilgungs- 
plan in  den  ersten  6 Jahren,  ini  lOten,  ISten,  19 — '25steri 
und  im  letzten  Jahre?  Wann  wird  die  Schuld  getilgt 
sein? 

Man  hat  hier  die  Darstellung  No.  I)  §.  34,  anzuwenderi  und 
A=4380000,  J=1000,  72=10000,  /^  = 5 zu  setzen.  Die  Zeit 
bestimmt  sich  aus  No.  10)  §.34.,  und  es  ist: 

2Ä_2. 4380000  2A-D  2000—10000  4 

D~  10000  — W " 2.10ÖÖ0  ~~10' 

Hieraus  erhält  man : 


4^^  4 1 ^ 4 ">96+4 

5)  « = ^(876  f j^)  + lö  = Tö  + 1 0 = 

Die  Tilgungszeit  umfasst  also  30  Jahre.  Zur  Feststellung  des 
Tilguiigsplans  hat  man:  J.0,0/i  = 50,  /J.0,0/>  = 500,  und  die 
allen  Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  beträgt : 

A 4 KA),0p  - 1000  F 4380000.0,05  = 1000  + 219000  = 220000. 


Es  entsteht  daher: 


I 


I 


( 


i 


•4^ 
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6) 


Jahr 

Grübse  der 

jährlichen 

Zahlungen 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folg  mden 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden 

Tilgungs- 

summe 

r 

220000 

4379000 

1000 

1000 

2 

229950 

4368000 

12000 

11000 

3 

239400 

4347000 

33000 

21000 

4 

248350 

4316000 

64000 

31000 

.5 

256800 

4275000 

105000 

41000 

6 

264700 

4224000 

156000 

51000 

10 

291550 

3920000 

460000 

91000 

15 

313800 

3315000  ‘ 

1065000 

141000 

19 

322600 

2651000 

1729000 

181000 

20 

323550 

2460000 

19-20000 

191000 

21 

324000 

2259000 

2121000 

•201000 

22 

323950 

•2048000 

2332000 

211000 

23 

323400 

1827000 

255:3000 

221000 

24 

322350 

1596000 

2784000 

231000 

25 

3-20800 

1355000 

:3025000 

241000 

.30 

305550 

4380000 

•291000 

Auch  die  hier  gegebenen  Resultate  lassen  sich  leicht  nach 
der  Gleichung  No.  5)  §.  34.  prüfen.  Das  iVlaximum  der  Zahlungs- 
leistungen tritt,  wie  man  sieht,  mit  dem  21sten  Jahre  ein,  wie 
diess  mit  dem  früher  Gesagten  übereinstimmt,  und  nach  No. 8)  §.34. 

100  . _ 1000  ^ 

r—  5 + 1,5 

sein  muss.  Am  Ende  des  30sten  Jahres  ist  die  Schuld  getilgt. 

Dass  auch  in  den  vorliegenden  Fällen  die  halbjährliche  Ver- 
zinsung und  Tilgung  vortheilhafter  ist,  als  die  jährliche  Tilgung 
und  ganzjälirige  oder  halbjährliche  Verzinsung  lässt  sich  leicht 
nachweisen. 

Untersucht  man  zu  dem  Ende  den  in  No.  1)  §.35.  gegebenen 
Fall  und  bestimmt  die  Summe  />,  welche  erforderlich  ist,  um  bei 
halbjährlicher  Tilgung  in  10  Jahren  das  Kapital  1950000  durch 
steigende  Summen  zurückzuzahlen,  so  erhält  man,  wenn  in  No. 25) 
§.34.  ir=1950000,  ^ = 4150000  = 75000,  «=10  gesetzt  wird : 

^ 1950000  — 20.75000  45000  , 

7)  0= = -19-  = 


m 


! 

i 

1 


l'l 


J56 


Setzt  "'ai  hiefur  der  bequemeren  Rechnung  «egen  die  runde 
Summe  400,  so  hat  man  die  Darstellung  No.  J8)§.34.  anzunen- 
•len  und  1950000,  ^ = 75000,  />  = 2400  ü.  - 0 0^5 
^ 0 025  = 48750,  ,4.0,025=  1875,  0.0,025=00  Ä: 
Wiedern  gemeinschaftliche  Summe  A'  0,0  >5  + ^4=  123750  zu  setzen 
Hieraus  ergibt  sich  der  nachstehende  Tilgungsplan: 


Halb-  I der  Schuld  zu 

jahr  j^‘‘^*yährlichen  Ende  des  Halbjahrs  od, 
j Zahlungen  Anfang  des  nächsten 


Grös.se  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des  TilgungS" 
Halbjahrs  oder  Anfang  summe 
des  nächsten 


123750 

124275 

124740 

125145 

125490 

125775 

126000 

126165 

126270 

126315 

126300 

126225 

126090 

125895 

125640 

125325 

124950 

124515 

124020 

117465 


1875000 
1797600 
1717800 
1635600 
1551000 
1 464000 
1374600 
1282800 
I 188600 
1092000 
993000 
891600 
787800 
681600 
573000 
462000 
348(300 
232800 
114600 


75000 
152400 
232200 
314400 
399000 
486000 
575400 
667200 
761400 
858000 
957000 
1058.100 
1162200 
1268400 
1377000 
1488000 
1601400 
1717200 
1835400 
1 950000 


[ 75000 
77400 
i 79800 

I 82200 

84600 
' 87000 
89400 
91800 
94200 
96600 
99000 
101400 
103800 
106200 
108600 
111000 
113400 
115800 
118200 
114600 


Vergleicht  man  nun  die  Summen,  «eiche  im  Ganzen  auf  die 
Tilgung  und  Verzin.sung  einer  Schuld  von  1950000  nach  No.  2)  §.35. 
yer« endet  «erden  müssen,  wenn  die  Tilgung  und  Verzinsung 
jährlich  geschieht,  mit  derjenigen,  «eiche  auf  Tilgung  und  V’er* 
zinsung  derselben  Schuld  verwendet  werden  müssen,  wenn. die 
Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich  geschieht,  so  sind  im  ersten 
halle  im  Ganzen  2527.500  und  im  zweiten  Falle  nur  2500350,  also 
27150  weniger  erforderlich,  was  durchschnittlich  jährlich  eine 
Summe  von  2715  erspart.  Diess  zeigt  sich  auch,  wenn  man  die 
einzelnen  Jahresleistungen  von  No.  2)  §.35.  mit  den  hier  in  No.  8) 
gegebenen  vergleicht.  Nur  die  zwei  Halbjahres -Leistungen  des 


r 
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ersten  Jahres  machen  hievon  eine  Ausnahme  und  werden  von  den 
spätem  bedeutend  übenvogen.  Wan  sieht  also  hiedurch  das  früher 
Gesagte  bestätigt. 

Die  Summen,  welche  am  Ende  der  Halbjahre  fällig  sind, 
wachsen,  erreichen  im  lOten  Halbjahre  den  höchsten  Werth  und 
fallen  dann  wieder,  wie  diess  nach  No.  21)  §,  34. : 


^>00 

2r  = ^ +1 ,5  - = 4 1.5  - 31,25  = 10,25 


75000 

>400 


sein  muss. 


Die  Schuldigkeit  des  letzten  Halbjahrs  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  No.  4)  §.  34.  die  Kestschuld  des  19ten  Halbjahres  berechnet 
und  hiezu  die  halbjährigen  Zinsen  zählt.  Es  ist: 

L^=  1 14600  + 1 14600. 0,025  = 1 14600  + 2865  = 117465. 

Die  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen  behan- 
delten besondern  Fälle  wurden  der  einfachem  Rechnung  wegen 
so  gewählt,  dass  die  Tilgungszeit  auf  ganze  Jahre  oder  Halbjahre 
führte.  Kommen  Fälle  vor,  worin  n nicht  auf  ganze  Zeitabschnitte 
führt,  wie  bei  dem  zuletzt  unter  No.  8)  betrachteten  Tilgungsplan, 
so  bat  man  die  zu  No.  10)  und  23)  §.  34.  gemachten  Bemerkungen 
anzuwenden,  die  Restscbuld  zu  bestimmen  und  in  Rechnung  zu 
bringen,  wie  diess  geschah.  Bestimmt  man  nämlich  aus  den  hiezu 

gehörigen  Elementen  nach  No.  23)  §.  34.  die  Tilgungszeit,  so  hat 
man : 


K 1950000 
W~  2.2400 

und  es  ist: 

1 


^50  2A—D 
H ' 4D 


123  1 


„ = g V (8 . 3250  - 1232)  _ - ~ ^ V4 1 1 29  - = 


1 50000  - 2£00_  123 
4.2400  — "F 


123  202,8-123 


8 — 8 


8 


8 


= 9,9 


Jahre  oder  19,4  Halbjahre.  Die  Restscbuld  wurde  im  Tilguiigs- 
|dan  auf  den  Schluss  des  20sten  Halbjahres  zurückgeführt. 


§.  37. 


Tilgungsplan  bei  Kapitalabtragungen,  die  um  gleich 

viel  abnehmen. 

Nehmen  die  Tilgungssunimen,  wodurch  eine  .Anleihe  K abge- 
tragen werden  soll,  um  den  gleichen  Betrag  D ab,  so  dass 


-><1  lu  M 


f 
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A = A^=zA-D,  A^  = A — lÜ,....An  = A — {^n  — \)Ü 

ij.V  Darstellung  No.  2)  §.3J.,  uenn  die  Verzinsung  und 

' ”g“"g  jährlioh  geschieht,  in  folgende  über: 

1) 

Li  = ^ + AT.0,0p, 

Li  = A\^K.0,0p-D-A.Q,Qp, 

L^=A  + K.  ü,0/>  -'^ID-IA.  0,0p  + D.  0,0p , 

L^  = A^  K.  0,0p  -3D-3A.  0,0p  + . 0.0p, 

« 

Z-5  = ^ + ^.  0,0p  - 4/>  - 4^ . 0,0p  + Z> . 0,0p , 


Ln—A  + Ä'.O.Op  — (?i—  J)Z)  — («_i)^,0.0p4- 


(»I— 2)(m— 1) 
1.2 


D,0fip, 


Diese  Darstellung  stimmt  mit  der  in  No.  1)  §.  34.  gegebenen 
überein,  wenn  dort  ~Ü  statt  \D  gesetzt  wird.  Unter  dieser 
Voraussetzung  gelten  die  dort  gefundenen  (lesetze  auch  hier.  Der 
vorstehende  Tilgungsplan  bietet  aber  doch  besondere  Eigenthüm- 
lichkeiten,  die  im  Folgenden  hervorgehoben  werden  sollen. 

Zählt  man  sämmtliche  Tilgungssummen  zusammen,  so  ergibt 
sich  die  Grosse  des  Kapitals,  welches  napb  dem  vorstehenden 
Plane  in  der  Zeit  n getilgt  werden  kann,  und  man  erhält: 


K=znA  — 


n{n — \)Ü 

~~T72 


Es  zeigt  sich  hieraus,  dass  K nicht  0 oder  negativ  werden 
kann.  Die  VVerthe  von  K,  A,  D und  n stehen  daher  unter  ein- 
ander in  einem  bestimmten  Zusammenhänge.  Ihre  Annahme  un 
terliegt  nicht  unbeschränkter  Willkühr,  sondern  ist  an  bestimmte 
Gesetze  geknüpft,  ln  keinem  Falle  kann  D so  gross  oder  gros- 
ser als  A sein. 


Wählt  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  A^  D ist,  für 
bestimmte  VVerthe  von  A und  D beliebige  Werthe  für  « und  lei- 
tet daraus  die  entsprechenden  Werthe  für  K ab,  so  werden  sich 
für  verschiedene  n verschiedene  Kapitalwerthe  ergeben.  Es  ent- 
steht daher  die  Frage;  Welchen  Gesetzen  werden  diese  Kapital- 
werthe unterliegen? 

Untersucht  man  nun  zu  dem  Ende  die  Gleichung  No.  2)  auf 
ein  Maximum  oder  Minimum , so  hat  man  : 
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8w 


(0?r)* 


-A-nD^^ 


= — D. 


Unter  den  möglichen  Kapitalwerthen  bei  einem  bestimmten  A 
und  D ergibt  sich  hiernach  ein  Maximum.  Dieses  Maximum  be- 
stimmt sich  aus  No.  3)  durch  die  Gleichung; 

4)  « = + 0,5. 

Berechnet  man  nun  aus  diesem  Werth  für  n nach  der  Gleichung 
No.  2)  den  entsprechenden  Wertb  von  K,  so  gibt  dieser  Werth 
die  Grenze  an,  die  nicht  überstiegen  werden  darf,  wenn  ein  Kapi- 
tal nach  dem  vorstehenden  Tilgungsplan  getilgt  werden  soll. 
Nur  die  innerhalb  dieser  Grenze  liegenden  Kapitalwerthe  werden 
nach  dem  Tilgungsplan  No.  1)  tilgbar  sein,  denn  nicht  jedes  be- 
liebige Kapital  K wird  durch  bestimmte  A und  D getilgt  werden 
können.  Die  Tilgungssumme  des  rten  Jahres  beträgt: 

5)  7V=  ^-(r-I)/J. 

Zählt  man  hiezu  die  Tilgungssummen  der  vorhergehenden  Jahre 
so  bestimmt  sich  hiedurch  die  (Jrösse  der  am  Ende  des  rten  oder 
Anfang  des  (r-f  l)ten  Jahres  noch  vorhandenen  Schuld,  und  es  ist: 

6)  6v=rj— 

Der  Stand  der  Schuld  zu  demselben  Zeitpunkt  ist  hiernach ; 

7)  Sr=K-rA\''^^D. 

Aus  No.  5)  entnimmt  sich,  dass  die  Tilgungssumme  nicht  negativ 
werden  kann,  dass  also  A'^  D sein  muss.  Wird  7’=:0,  so  hört 
die  Tilgung  auf  und  man  erhält  dann: 

8)  . = 

Diess  ist  die  Grenze,  innerhalb  welcher  die  Tilgung  einer  An- 
leihe unter  den  oben  genannten  Bedingungen  vor  sich  geht.  Ist 

jy  eine  ganze  Zahl,  so  fällt  die  letzte  Tilgung  auf  die  hiedurch 

bestimmte  Zeit,  also  auf  das  vorhergehende  Jahr.  Führt  aber 

g auf  eine  gemischte  Zahl,  dann  wird  für  diesen  Zeitpunkt  noch 
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eine  entsprechende  Restschuid  hieiben,  die  sogleich  oder  ini  fol- 
genden Jahre  getilgt  uerden  kann. 

ln  beiden  Fällen  hat  das  zu  tilgende  Kapital  seine  höchste 
Hohe  erreicht,  denn  der  Tilgungsfonds  erhält  keinen  Zuwachs  mehr. 
Uiese  Aussage  stimmt  mit  dem  Inhalt  der  Gleichung  Nr.  4)  über- 
ein,  welche  den  Zeitpunkt  bezeichnet,  für  welchen  das  Maximum 
unter  den  möglichen  Kapitalwerthen  eintritt.  Das  zu  tilgende  Ka- 
pital hat  auf  die  Bestimmung  der  Zeitgrenze  keinen  Einfluss,  wie 
sich  aus  No.  8)  ergibt. 

V ergleicht  man  zwei  auf  einander  folgende  Jahreszahlungen, 
so  erhält  man  für  ihre  Beziehung  unter  einander: 

9)  Lr — Lr-t-i  = U I-  A . 0,0p  — (r  - I)  /) . 0,0p. 

Ist  dieser  Werth  positiv,  so  nehmen  die  Jahres-Leistungen  zu; 
ini  umgekehrten  Falle  nehmen  sie  ab.  Da  J — (r—l)/J  nach 

No.  5)  immer  positiv  sein  muss,  so  nehmen  dieselben  ab.'  Unter- 
sucht  man  daher  den  Ausdruck: 

I 

Lr=A~(r~l)D-i-/{.0,Op-(r-l)A.O,Op+^-^^^^^^p^D.O,Op 

aut  ein  Minimum,  so  zeigt  es  sich,  dass  ein  solches  eintritt  und 
Sich  durch  die  (ileichuiig 

'«)  r = ^+l,5  + ^ 

bestimmt.  Dieses  Besultat  deutet  auf  einen  grössern  Zeitraum, 
als  derjenige  ist,  welcher  in  No.  4)  oder  7)  angegeben  wurde  und 
überschreitet  die  äusserste  Grenze  der  Tilgungszeit.  Er  wird 
daher  niemals  eintreten  und  die  Zahlungsleistungen  werden  be- 
ständig abnehnien.  Die  letzte  wird  immer  die  kleinste  sein. 

Die  Zahlungsleistung  eines  bestimmten  Jahres  kann  auch  durch 
die  Gleichung 

11)  Lr=Sr-1.0.0p+  Tr 

ermittelt  iverden. 

Da  sich  aus  No.  2)  verschiedene  VVerthe  von  K bei  bestimm- 
ten A und  D und  darunter  ein  höchster  ergehen,  wenn  für  n ver- 
schiedene Werthe  eingesetzt  werden,  so  fragt  es  sich:  wie  viele 
VVerthe  werden  sich  für  n und  dadurch  für  K ableiten  lassen? 
Setzt  man  zu  dem  Ende  K=0,  so  erhält  man  aus 


Es  sind  hiernach  doppelt  so  viele  Werthe  für  K hei  hestimmteni  A 
und  D möglich,  unter  denen  sich  ein  grösster  vorlinden  wird,  wie 
in  No.  4)  angegeben  wurde.  Diese  Gleichung  steht  durchaus 
nicht  mit  No.  4)  und  8)  im  Widerspruch,  denn  sie  bezieht  sich  auf 
mögliche  Zahlenwerthe,  während  die  beiden  letzten  für  Zeitbe- 
stimmung und  Tilgungszeiten  gelten. 


Ist  Ky  A und  D gegeben,  wobei  K den  oben  angegebenen 
BeschräTikungen  unterliegt,  so  leitet  sich  aus  der  Gleichung  No.  2) 
die  Tilgungszeit  auf  folgende  Weise  ab: 


n 


±VV~  ly  + 4/>*2  J ^ 2Z> 


I 


= + .^  V{-  SKD  h (2^  + D)^]  + ^4^- 

Die  Abhängigkeit  des  Werthes  von  K gegenüber  den  Werthen 

l On  A und  D zeigt  sich  auch  hier  und  es  muss  ^ ~ 

sein  oder  kann  höchstens  diesem  Werthe  gleichkommen. 


Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich oder  beide  halbjährlich,  so  gelten  die  in  §.34.  unter  diesen 
Voraussetzungen  aufgestellten  Tilgungspläne  No.  II)  und  18),  wenn 
inan  dort  — /)  statt  -f /D  setzt,  mit  den  erforderlichen  Abände- 
rungen, welche  sich  aus  den  hier  gemachten  Bemerkungen  leicht 
ergehen,  weswegen  wir  sie  niclit  besonders  hier  hervorheben. 


§.  38. 


A n w e n d II  n g. 

I 

Wir  machen  eine  kurze  Anwendung  der  im  vorigen  Paragra- 
phen gefundenen  Resultate,  um  die  Eigenthümlichkeiten  dersel- 
_ hen  zu  verdeutlichen. 

1)  Eine  Anleihe  von  3775000  soll  zu  5 Procent  ver- 
zinst und  durch  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  so 
J abgetragen  werden,  dass  im  ersten  Jahre  100000  und 

. in  jedem  folgenden  1000  weniger  ahgezahlt  werden. 

Welches  ist  der  bezügliche  Ti  I gungs  p lau  ? Wann  ist 
die  Anleihe  getilgt? 

t 


I' 


1 


I 

r 

r 

I 


V 
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Werden  die  In  §.  37.  aiifgestellten  Gleichungen  angewendet, 
so  ist  Ä’=3/75000,  i4  = lü()00ü,  Z)=1000.  Die  Zeit,  in  welcher 
das  Kapital  getilgt  wird,  bestimmt  sich  ans  No.  13)  §.37.  Es  ist: 

^3775ÜW  _ 2^+  D _ 200000  + 1 000  20 1 

IDÖO  oß  - 2000 = ~T’ 

und  hieraus; 

201  9m 

" = ±V{-  7550  + + ^ = + iV(-30200f4040I)  + ^* 

= +‘t/10201  + ?|*. 


201 

9 


die  Anleihe  wird  in  50  Jahren  getilgt  sein. 

Zur  Feststellung  des  3'ilgungs|>lans  sind  die  erforderlichen  VVerthe 
K.  0,0/>  = 3775000 . 0,05  = 1 88750 , A . 0,05  = 1 00000 . 0,05  = 5000, 

yj. 0,0/?  = 1000.0,05  = 50.  Die  allen  Gliedern  gemeinschaftliche 
Summe  ist : 

K.  0,0/?  + /I  = 288750. 

Wir  theilen  nun  der  Kürze  wegen  die  Jahreszahlungen,  Stand 
der  Schuld,  Grösse  der  getilgten  Schuld  und  Tilgungssumme  für 
die  5 ersten  und  5 letzten  Jahre  und  für  das  lOte,  J5te,  20ste 

Jahr  u,  s.  w.  mit,  woraus  man  den  Gang  der  Tilgung  überblicken 
kann. 

3) 


Jahr 

Grosse  der 

jährlichen 

Zahlungen 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  odei 
Anfang  des  folgenden 

Grösse  tler  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang 
des  folgenden 

^ilgungs- 

summo 

1 

: 288750 

i 3675000 

100000 

! looooö 

2 

282750 

3576000 

199000 

99000 

3 

276800 

3478000 

297000 

98000 

4 

270900 

3381000 

394000 

97000 

5 

265050 

3285000 

490000 

96000 

10 

236550 

2820000 

955000 

91000 

15 

209300 

2280000 

1495000 

86000 

20 

183300 

196.5000 

1810000 

81000 

25 

158550 

157.5000 

2200000 

76000 

30 

135050 

1210000 

2565000 

71000 

35 

112800 

875000 

2905000 

66000 

40 

91800 

555000 

3220000  ! 

61000 

45 

72050 

265000 

3510000 

56000 

46 

68250  : 

210000 

35()5000 

5.5000 

47 

64500  ' 

1.56000 

3619000 

54000 

48 

60800  1 

io;iooo 

;I672000 

53000 

49 

.57150  1 

51000 

3724000  i 

52000 

50 

53550  1 

3775000  1 

51000 
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Sämmtliche  Jahreszahlungen  nehmen  ab,  wie  man  sieht.  Die 
letzte  ist  die  kleinste  und  mit  ihr  ist  das  Kapital  getilgt.  Unter- 
sucht man  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Tilgungsplans  nach 
der  Gleichung  No.  11)  §.37.,  so  ist  für  das  46ste  Jahr: 

4)  = -S«  • 0,05  + — 265000 . 0,05  + 55000 

= 13250  + 55000  = 68250, 


wie  in  No. 3)  angegeben  ist,  denn  = lOOOtM) — 45. 1000  = 55000. 

Nicht  alle  Kapitalien  können  durch  die  Werthe  .4  = 100000 
uml  ß=1000  nach  dem  vorstehenden  Tilgungsplan  getilgt  wer- 
den. Der  grösst  mögliche  Werth  für  K ergibt  sich,  wenn  man 
nach  No.  4)  § 37.  den  Werth  für  n bestimmt  und  hieraus  den 
fraglichen  Werth  für  K nach  No.  2)  §.37.  bestimmt.  Hiernach  ist: 


_ 100000 

~ iöoo 


+ 0,05  = 100,5 


Setzt  man  nun  «=I00,  so  wird; 

100  QQ 

A = 100. 100000  - . 1000  = 5050000. 


Dieselbe  Summe  findet  man  für  ?r  = 101.  Setzt  man  aber  n = 100,5, 
so  ist: 


201.100000 

‘?  ' ~ 


201 . 190 
4.1.2 


1000  = 5050125. 


Alle  Kapitalwerthe,  welche  in  dieser  Grenze  eingeschlossen 
sind,  werden  nach  den»  Tilgungspian  No.  1)  §.  37.  behandelt  wer- 
den können,  während  höhere  Summen  eine  Restschuld  am  Ende 
der  Tilgungszeit  gehen  werden,  die  sich  dem  Plane  nicht  unter- 
ordnen wird.  Den  gleichen  Werth  erhält  man  auch  aus  dem  zu 
No.  13)  §.  37.  mitgetheilten  Ausdruck  : 


(24  + Z))2 

8.Z) 


201000^ 

8000 


40401000 

8 


=5050125. 


Untersucht  man  endlich  die  Fälle,  welche  sich  aus  No.  12)  §.  37. 
für  ganze  n ableiten,  so  gihf  es  deren  201.  Führt  man  diese  in 
No.  2)  §.37.  ein,  so  erhält  man  eben  so  viele  Zahlenw'erthe  für 
K,  unter  denen  der  eben  angegebene  höchste  Werth  entsteht. 
So  auch  bei  jedem  andern  W'erthe  für  A,  D und  n. 


§.  39. 

Tilgungsplan  bei  Kapitalahtragungen,  die  in  einer 
geometrischen  Progression  zu  nehmen. 


f 


Steigen  die  Kapitalabtragungen  4,,  42,  4g, 


• « 


. . Hodurch 


« 


$ 
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eine  Anleihe  K getilgt  wird,  in  einem  stetigen  Verhältniss,  das 
gewöhnlich  durch  einen  Procentsatz  w ausgedröckt  wird,  so  dass 
die  Abtragssunimen  nach  dem  Maassstabe  1,0«,  wachsen,  so  er- 
gibt sich  für  dieselbe  bei  jährlicher  Tilgung  folgende  Zusammen- 
Stellung : 

1)  =A,  A^  = A.l,0w,  J3  = A.I,0w^,  A4  = A.I,0w>, 


An  — A . 

Die  Tilgungssumme  des  rten  Jahres,  die  durch  Tr  wie  bisher 
bezeichnet  werden  soll,  beträgt  daher: 

2)  Tr  = AA,0wr-K 

Zahlt  man  hiezu  die  Tilgungssummen  der  vorhergehenden  Jahre, 
so  erhält  man  die  Grösse  der  am  Ende  des  rten  oder  Anfang 
des  folgenden  (r  + l)ten  Jahres  getilgten  Schuld : 

3)  Gr—A^  A.\,0wA^  A.\,{ho'^  -f-  .... 

^ — 1 

0.0«;  • 

Das  zu  tilgende  Kapital  unterliegt  dann  folgender  Bedingung: 

4)  A ^ A.l,0w  + A.l^Ozv^  + ....  A.l.Ow”-^ 

“ ' Ofiw  * 

Geschieht  nun  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  wird 
die  Anleihe  zu  p Procent  verzinst,  so  ergibt  sich  aus  No.  2)  §.  31. 
folgender  Tilgungsplan,  wenn  die  entsprechenden  VVerthe  für 
-^1  > Ag,....An  eingeführt  und  die  zugehörigen  Werthe  aus 

No.  3)  berücksichtigt  werden , indem  man  statt  r allmäli^  die 
Werthe  0,  1,  2,....r  schreibt;  ^ 

5)  L,=A  +a:.o,0/?, 


L^  — AAyOzv 
Lg  = A,  Ifiw^ 
L^—  A.  1,0«?^ 


^K.0,0p-A. 

^K,0ßp-A. 


+ K,0fip^A. 


0,0«; 

1,0«;2-1 
~0.0«;  O.QP. 

0,0«; 


U=A.  + A-.  0,Qp  - .4 . — .0,0p, 


i,=  .4.I,0»"-i+i-.0,0p-,4.  — .0.0p. 
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Der  Stand  der  Schuld  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  No.  3)  für 
das  Ende  des  rten  oder  den  Anfang  des  (r  f l)ten  .lalires  durch  : 


Sr=Kr-A. 


1,0«'-— 1 

0,6«;  ’ 


das  Kapital  ist  getilgt,  wenn  Sr  = 0 wird.  Nennt  man  die  Zahl 
der  Jahre,  nach  deren  Umlauf  diess  geschieht,  «,  so  hat  man: 

«V  ,,  . l,0?c"  — I 

was  mit  No.  4)  zusammenfällt.  Die  Zeit,  Mann  diess  geschieht, 
bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

e 1 ,0?p"  — 1 K 

^ ^,0«’  —ü 

direct  aus  den  Tafeln,  «ie  diess  S.  298  u.  ff.  meine»  Anleituns  an- 
gegeben  ist,  oder  man  kann  n aus  No.  8)  entivickeln.  dann  ist: 


log(/i  .O.Oio  J-  A)  — logj 


log  1,0«; 


Da  die  Zahlungs- Leistung  eines  jeden  Jahres  aus  der  Til- 
gungssumme {Tr)  dieses  Jahres  und  den  Zinsen  der  vorhandenen 
Schuld  besteht,  so  lassen  sich  die  Jahresleistungen  oder  der  Til- 
gungsplan aus  folgender  Gleichung  ahleiten : 

10)  Lr  = Sr-i . 0,0;j  + A . I,0te'^-1. 

Vergleicht  man  die  Zahlungssummen  zweier  auf  einander  folgen- 
den Jahre,  des  rten  und  (r-fl)ten,  mit  einander,  so  erhält  man: 


Lr  — Lr^l  = 


I.0.-.+ A-.o,op-,4.|;;^ 


l,0»^-A-.0,0p  + .4.^«£|.0.,-^?^ 

= A . (1  — 1,0«;)  — “q'q’^^-1,0m;'‘-6  1—1,0«;), 

und  hieraus,  da  1 — l,0^ü  — — 0,0«ü  ini  zweiten  Gjiede  wegfällt, 

11)  — J^r^l  =.  A.\  (0j0/>  — 0,0?/;). 

Hierin  kann  0,0/?  kleiner,  grosser  oder  so  gross  als  0,0io  sein» 
Im  ersten  Falle  ist  /^r+i  > Lr,  im  zweiten  ist  Lr\-iC^Lr,  im  drit- 
ten Falle  ist  Lr  = Lr-}^i,  Diess  führt  zu  folgenden  Sätzen : 


I 


12 
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Ip  ''  acbsen  die  jährlichen  Kapitalabtra^uneen,  wo- 
■lurcl,  e.ne  Anleihe 'ge.ilg.  ,vU„. 

1^4^  ( N r '‘'"“l,“““’  "»'i"  'lieeelbe  verzinst  „irj, 

ang  ht  (,e>rt,  s„  „ehmen  <lie  Jahresleisinngen  von  Jahr 
zuJanrzu. 

13)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtra^uneen  in 
einerm  erhaltniss,  als  derZinsfuss  angibt 

nehmen  die  Jahresleistungen,  die  zur  Tilgung  uLl 
^ erzinsung  erforderlich  sind,  von  Jahr  zu  Jahr  ab. 

14)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalahtragungen  in 
Jemselhen  Verhältnisse,  wie  der  Zinsfuss  angiht  L = p) 

sind  die  säinmtlichen  Jahresleistungen  einander 
g eich  und  die  Tilgung  sainnit  Verzinsun^g  wird  durch 
gleiche  jährliche  Summen  bewirkt. 

In  allen  irei  Fällen  bilden  die  Tilgungssummen  die  Glieder 
einer  geometrischen  Geihe  und  nehmen  zu,  die  Verzinsungssum- 
men nehmen  ab.  In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  die  Zahlun-s- 
leistung  des  letzten  Jahres,  wenn  n eine  ganze  Zahl  bedeutet 

«ef  S st:.“'"-"“ 

Geschieht  die  \ erzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  iähr- 
hch,  so  bleiben  die  in  No.  l)-4),  6)-9)  aufgestellten  Glfichiin- 

No  Kraft,  der  Tilgungsplan  stellt  sich  aber  nach 

.>0.0)  31.  in  folgender  Weise  fest: 

15)  Ly  =Ä  .0,0/ji, 

T<2  = ä’  . 0,0/>i  -f  A , 

Z3  =*C.OM 

=*0.0.. 

£«  =K.O.Op,A^A.\f)w'‘ 

* * • # ft 

• • • • * 

Ur-,  = K.O,Op,  -'<•^1-0,0;»., 
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Dieser  Tilgungsplan  wird  später  weitere  Anwendung  finden. 
Um  ihn  zur  Benutzung  bequemer  zu  machen,  ist  es  sachgemäss, 
die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  zu  vervollständigen.  Dadurch 
kommt  eine  bessere  Harmonie  in  die  Reihen.  Zählt  man  zu  dem 


Ende 


A.0,0pi 


0,0«’ 


in  den  zwei  ersten  Gliedern  ab  und  zu,  so  entsteht: 


16) 


Ti 

= Ä”.  0,0/q 

A.Oftpi 

Oyüw 

/4.0,0/q 

O.Oit) 

Li 

= Äk.0,0/>i  A 

A . 0,0/^i 

Ö,0«j 

/4.0,0/q 

0,0«: 

L, 

=zK.0,0pi 

A\0,0pi . 1,0«> 

Ö502Ü 

, AA)fipy 
^ 0,0«’ 

L, 

= K.0,0pi  -\-A.l ,0tv 

A.QyOpi . 1,02^? 
0,0  M? 

1. 

0,Ö?ü 

L, 

=iÄ!.  0,0/q 

A . 0,0/?i . 1 ,0»c® 
0,0«<? 

/4. 0,0/7, 

0,0^ü 

Ke 

=A:.o,0/q  + /Ul, Om’2^ 

A.0,0/?i.l,0«?2 

ü,0^^ 

/4.0,0/q 

0,02t’ 

Lr 

= K.  0,0/q 

A.OyOp^  , 
0,üw 

A.0,0pi 

0,0«: 

Ls 

= /i . 0,0/>j  -\-AA  yOw^ 

A.Qfipi  ,l,0?ü^ 
OjOtü 

A.0,0pi 

0,0w 

L2n-1  — K.0,0pi 


z4.0,0j?i . l,0^o”~^  A.OjOpi 
Ö,Öi^  + 


Lin  = K.Oßpy  + A . I,0io"-1  - dlMPi n? • 

i),0w  0,0iv 


Die  Zahlungssummen  der  ungeraden  Halbjahre  sind  von  denen 
der  geraden  verschieden  und  unterliegen  einem  andern  Gesetze. 

Vergleicht  man  die  Summen,  welche  in  je  zwei  auf  einander 
folgenden  ungeraden  Halbjahren  zu  zahlen  sind,  so  erhält  man: 


L,,-,  = A'.O.O,,  - 


und  hieraus: 


A.Oßp^ 


17)  -L2r-l“I-2r+l=— 


12^ 

« 


l 


».T 


% t 


I 

V 

S : 

JE  J1 

J ! 
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Die  Zahlungssummen  je  zweier  auf  einander  folgenden  uii<^c- 
nulen  Halbjahre  nehmen  ’ah  und  zwar  um  den  Halhjahreszins  von  ' 
tiei  ^umme  des  vorhergehenden  Jahres.  Sämmtliche  Summen  der 
ungeraden  Halbjahre  sind  daher  im  Ahnehmen  begriffen.  * 

Vergleicht  man  die  Summen  je  zweier  aufeinander  folgenden 
geraden  Halbjahre  mit  einander,  so  ist: 

L2r  — Lzr+‘t  = K.0,0pi  + A . I.0?n>^-1  — 6,0/?,  A , 0,0/j^ 

0,0rc  ' ü,0<e 

Ü,0<«  0,0<o  ' 

= ^.l,0«;r-i(i_  i^Ore)-  (1-1,0,,), 

und  hieraus: 

18)  Lir  — Ur\‘l  ~ A . 1,0„^-1  (ü,0;?i  — 0,0„). 

Die  Zahlungssummen  aller  auf  einander  folgenden  gerade»  Halb- 
jahre wachsen  oder  fallen  stetig,  je  nachdem  xo  grösser  oder  klei- 

I (^^er  halbjährliche  Zinsfuss)  ist,  nach  dem  Gesetze, 

welches  in  I\o.  12)  und  13)  angegeben  ist. 

Zeit'ben,i‘-r.‘  '^"‘Pfönger  im  Laufe  der 

H e ^ erzinsung  und  jährlicher  Tilgung  in  Summe 

gerade  so  viel  als  er  nach  No.  5)  hei  jährlicher  Verzinsung  und 

lilgung  zu  zahlen  hat.  ^ 

Die  Zahbngsleistungen  der  verschiedenen  Halbjahre  lassen 
•sich  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

1 9)  1 = S2r—2  • 0,0/?|  , 

/.2r  = S-2r-2 . 0,0/>,  + 7'r  = S-2r-2 . 0,0/>,  + Ä . l,0w^-l , 


— A. 


1,0?«'*“^  — j 


Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  be- 
halt man  den  Procentsatz  xö,  um  welchen  die -halbjährlichen  Til 

ferirrdiTGK^;"’  - .iedenVerth  hede« 

teil  kann,  die  Gleichungen,  welche-oben  hei  jährlicher  Tilgung  und 
Verzinsung  aufgestellt  wurden,  mit  der  Deschränkung  Iraft 

dass  sie  sich  auf  halbe  Jahre  statt  auf  ganze  Jahre  beziehen 
dass  dann  die  Tilgungszeit  2«,  Halbjahre  umfasst. 

Der  Tilgungsplan  ist  dann  folgender: 


L, 

L, 


= K.0,0pi  + A, 

= Ä".  0,0/>i  + A . 1,0mj  — A . ~Q”Qy,  • OjQPi » 

, l,0,ü*  — 1 


K,0,0pi  i-AAfiw^ 

K . 0,0pi  AA  jO,«''’ 


-A. 


0,0„ 

1 ,0^3  - 1 

0,0 


.0,0/1, , 


1 0»)2n-2 1 

L2„-i=  K.0,0pi  + .0,0/;, , 

. 1 0,t'2"-i  — 1 

L2n  = K . 0,0/;,  +AA ,0re‘^"-i - A . - • 0,0/;, . 


22) 


K==A. 


Die  Grösse  des  Kapitals  unterliegt  folgender  Bestimmung: 

l,0«o2n^ 

ÖjOto 

Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  rten  Halbjahres  ist: 

1,0?,''  — 1 


23) 


Sr=K-A. 


0,0  r. 


u.  s.  vv.  Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  dann  aus  den  Tafeln  durch 

l,0;,2n_l  K 


24) 

oder  durch 

25) 


0,0 1, 


A 


log (Af. 0,0«:  + A)~  \ogA 

2.1ogl,Öre 


Die  Zahlungsleistung  des  rten  Halbjahres  lässt  sich  auch  auf 
folgende  Weise  finden: 


26) 


Lr  = Sr-1 . 0,0/;,  + A . l,0ic'‘~^. 


Führt  die  1’ilgungszeit  nicht  auf  ein  jjanzes  Jahr,  was  in  der 
Regel  der  Fall  sein  wird,  so  ist  es  am  Besten,  die  Restschuld 
für  das  letzte  Jahr  oder  Halbjahr  zu  bestimmen  und  hieraus  die 
Zahlungsleistung  für  das  folgende  Jahr  oder  Halbjahr  zu  berechnen. 


f 


§.  40. 

Anwendungen. 

Hie  im  vorigen  Paragraphen  aufgefundenen  Satze  sollen  nun 


I 
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tT’  "™"  -- 

■l  irJ,  viele  A.nvetuluijg  lindei,.  '' 

» = 6.  ;,  = 4,  Ar.0,ü^  = 4«00000.0,04  = jr000lr;rr  ’ 

*:ch ',t.f  nL:  s^Tsor.!'’  «*ib. 

1,06«— 1 __  1000000 
0,06  — ‘iOÖOÖO 

«ml  147ejihn''*AusN^9^^^  ‘Oe  Mitte  zwischen  das  13te 

^>o.  j)  §.dü.  findet  man.  da  A^0,06=240000  ist: 

ä)  „ = 6.S434527-  5,3010300 


logX06~~ 

0,3424227 


Ö;Ü2530M 


0,0253039  ~^^’034.... 

Ihe  Tilgungszeit  umfasst  also  13  .»anze  Jahre  F-  i 1:^ 
dieses  Jahres  wird  dann  die  Pecf^r  i i 

?V  = 200000.  J,0Gx-l; 

die  Grösse  der  getilgten  Schuld  aus  Ao.  3)  : 

6V  = 200000.^-'~J; 

0,U6  ’ 

der  Stand  der  Schuld  aus  No.  6); 


.Sr  r=  4000000  - 200000  ^ • 

0,06 


die  Zahlungssummen  herechnen  v:i,.K  a«. 
oder  aus  der  Gleichung  No.  JO); 


S 
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6)  Lr  = Sr-1 . 0,04  f Tr  = Sr-1 . 0,04  + 200000 . 1 ,06x-i. 
Hieraus  leitet  sich  folgender  Tilgungsplan  ab : 

7) 


Jahr 

Grösse  der 

jährlichen 

Zahlungen 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folgenden 

Jährliche 

Tilgungs- 

summe 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  de 
Jahres  oder  Anfang  de 
folgenden 

1 

360000 

3800000 

200000 

200000 

o 

w 

364000 

3388000  ' i 

212000 

41-2000 

3 

368240 

3363280 

2-24720 

636720 

4* 

372734,4 

3125076,8 

238203,2 

874923,2 

3 

377498,46 

2872.381,41  ’ 

252195,39 

11-27418,59 

6 

382348,37 

2604936,29 

267643,12 

1393063,70 

7 

387901,27 

23212.32,47 

283703,82 

1678767,53 

8 

393375,33 

2020306,4-2 

300726,05 

197949.3,38 

9 

399589,87 

17017.36,80 

318769,62 

2298263,19 

10 

403963,26 

1363841,01 

3.37893,79 

2636158,98 

11 

412723,18 

1003671,47 

358169,34 

2994328,52  , 

12 

I 419886,57 

626011,76 

379639,71 

3373988,23 

13 

! 427479,76 

223372,47 

i402439,29 

3776427,53 

14 

' 232513,36 

j 

2-23572,47 

. 

4000000 

Die  Jahresleistungen  wachsen  stetig,  wie  diess  sein  muss,  da 
w ^ p.  Die  letzte  Summe  macht  hievon  eine  Ausnahme,  da  sie 
nur  die  Restschuld  sammt  Zinsen  enthält.  Die  Richtigkeit  der 
gegebenen  Werthe  lässt  sich  leicht  aus  der  Gleichung  6)  nach- 
weisen.  So  ist  die  Summe,  welche  am  Ende  des  9ten  Jahres  ge- 
zahlt werden  muss: 

Sg  = «8 .0,04  + Tg  =2020306,42 . 0,04  +318769,62 
=80820,23 ....  + 318769,62  = 399589,87. 


Geschieht  in  dem  oben  unter  No.  1)  gegebenen  Falle  die  Verzin- 
sung halbjährlich  und  die  Tilgung  jährlich,  so  hat  man  die  hall»- 
jährlichen  Zahlungssummen  festzustellen.  Die  übrigen  Elemente 
im  Tilgungsplan  ändern  sich  nicht.  Man  hat  dann  entweder  nach 
No.  15)  oder  No.  16)  §.  39.  zu  verfahren  oder  die  Gleichungen 

8)  Lir-l  = S-2r-2 . 0,0/;i  , 

Ur  = S-zr-i . 0,0/r,  + 200000 . 1 ,06x-i 

zu  benutzen.  Es  ergibt  sich  dann  folgender  'J’ilgungsplan , der 
sich  auf  28  Halbjahre  erstreckt: 


ej,  (■<' 

' j 


i't 
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Halb- 

jahr. 

Grösse  der 
halbjährlichen 
Zahlungen. 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres 
oder  Anfang  des 
folgenden 

Jährliche 

Tilgungs- 

summe 

1 Grösse  der  getilgten 
jSchuld  am  Ende  des 
I Jahres  oder  Anfang 
I des  folgenden 

1~ 

' 80000 

I * 

( 

1 

2 

3 

■ 280000 
76000 

3800000 

i 

1200000 

i 200000 

4 

o 

288000 

71760 

3588000 

1 t 

1212000 
I % 

i 412000 

6 

7 

■ 296480 
67263,6 

3363280 

'224720 

1 636720 

8 

9 

3034(58,8 
62301, .34 

3123076,8 

1 

238203,2 

874923,2 

10 

11 

314996,93 

37431,63 

2872381,41 

232493,39 

i 1127418,59 

12 

13 

32309(5,74 

32098,73 

2(5049.36,29 

2(57643,12 

139306.3,70 

14 

1.3 

333802,53 

46424,63 

2.321232,47 

283703,82 

1678767,33 

» 

16 

17 

.3471.30,70 

40410,13 

2020506,42 

300726,03 

197949.3,38 

18 

19 

339179,74 

34034,74 

1701736,80 

318769,62 

2298263,19 

20 

1 

371930,33 

2727(5,82 

1363841,01  ' 

337893,79  ’ 

26.36138,98 

22 

23 

3.85446,36 

20113,43 

100.3671,47 

t 

338169,34; 

2994328,52 

24 

23 

.39977.3,14 

12520,24 

626011,76  ' 

379639,71 

3373988,23 

26  , 
27 

4149.39,32  1 
4471,43  ; 

223.372,47  | 

402439,29 1 

3776427,33 

28  , 

228043,92  j 

1 

1 

1 

223572,47  j 

4000000 

Die  Zahliinjjssunirnen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen,  die  der 
geraden  steigen  stetig,  mit  Ausnahme  der  letzten,  «ie  diess  nach 
No.  I/)  und  No.  18)  §.  3ü.  sein  muss.  Im  (ianzen  wird  nach  die- 
sem Tilgungsplane  dieselbe  Summe  gezahlt,  welche  nach  dem  in 
No.  7)  bei  jährlicher  Verzinsung  zu  entrichten  ist,  denn  die  bei- 
den Hallijahreszahlungen  eines  bestimmten  .lahres  sind  so  gross, 
als  die  Jahreszahlung  desselben  Jahres  in  No.  7). 


§.  41. 

!•  o I t s e t z u n g. 


1)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4 Procent  ver- 
inst  und  halbjährlich  so  getilgt  werden,  dass  im  ersten 


I 


1 
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Halbjahre  100000  zurückgezahlt  werden  und  diese 
Summe  halbjährlich  um  3 Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  T i 1 g u n g s p 1 a n ? Wann  ist  die  Anleihe 
getilgt? 

Bei  Beantw  ortung  dieser  Frage  kommen  die  Gleichungen  No.  21) 
u.  ff.  §.  39.  zur  Anwendung.  Man  hat  dann  A”  = 4000000,  =2, 

rc  = 3,  .4  = 100000  zu  setzen. 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  No.  24): 

1,032« -1  4000000 

0,03  — 100000 


und  fällt  nach  den  Tafeln  zvvischbn  das  26ste  und  27ste  Halbjahr 
oder  zwischen  das  13te  und  14te  Jahr.  Nach  No.  23)  bestimmt 
sie  sich  zu 


log2^0000- log  100000 
““'^2.  log  1,03 


0,3424227 

2;0,Ö128372 


= 13,344 


Jahre,  was  übereinstimmt. 


Die  Tilgungssummen  berechnen  sich  nach  No.  2)  §.  39. : 


2V  = 100000.1,03'^-^ 


der  Stand  der  Schuld  aus  No.  23) : 


= 4000000 -100000. 


die  Grösse  der  getilgten  Schuld  nach  No.  3): 

5)  Gr  = 100000. 

die  Zahiungssunimeii  der  Halbjahre  aus  No.  21)  oder  aus  No.  26): 

6)  Lr  = Sr-i  .0,02  ^ 100000 . l,03^-i. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan: 


I 


> 


« 


% 


t 


I 
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Halb- 

jahr. 


j Grösse  der 
Ihalbjährlichen 
Zahlungen. 

I 

r ^iüooo  \ 

i -280000 

I 70000 
i -288000  i 

71700  I 

I -200480 
I 07205,0 
' 3054(58,8 

0- 2501,54 
314900,03 

57451,03 

325090.74  i 

52008.73 
335802,55 

404-24,05 
' 347150,70 
40410,13 

350179.74 

34034.74 
371930,53 

-2727(5,82 

385440,30 

-20113,43 

390773,14 

1- 2520,24 
I 414059,52 

447 1 ,45  I 
, 228043,92  j 


Stand  der  Schuld  am  i Grösse  der  getilgten 

Ende  des  Jahres  ® |Schuld  am  Ende  des 

oder  Anfang  des  ® ; Jahres  oder  Anfang 

cnmru/i  O 


folgenden 


3800000 

3588000 

I 

3303280 


summe 


1200000 
|2 1-2000 
2-24720 


31-25070,8  1 238203,2 


des  folgenden 


200000 

41-2000 

030720 

874023.2 


287-2581,41  23-2495,30  11-27418,59 

2004930,29  207045,12;  1395063,70 

2321232.47  283703,82  i 1078707,53 

202030(5,42  300720,03*  1979403,58 

1701730,80  318709,02  ' 2208-203,19 

! ’ 

1303841,01  337805,79'  2630138,98 

1005671.47  |358 169,34,  -2904328,52 

i j 

026011,70  379630,71  3373988,23 

2-2337-2,47  |402439,-29  3770427,53 

|223572,47  j 4000000 


Die  Zahlnngssiimmen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen,  die  der 
geraden  steigen  stetig,  mit  Ansnahine  der  letzten,  wie  diess  nach 
No.  1/)  lind  No.  18)  §.  39.  sein  muss.  Im  «Janzen  wird  nach  die- 
sem Tilgungsplane  dieselbe  Summe  gezahlt,  welche  nach  dem  in 
No.  7)  bei  jährlicher  Verzinsung  zu  entrichten  ist,  denn  die  bei- 
den tlalhjahreszahlungen  eines  bestimmten  Jahres  sind  so  gross, 
als  die  Jahreszahlung  desselben  Jahres  in  No,  7). 


41. 


I-  Ortsetzung, 


1)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4 Procent  ver- 
zinst und  halbjährlich  so  getilgt  werden,  dass  im  ersten 


I 
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Halbjahre  100000  zu  rück  ge  z ah  1 1 werden  und  diese 
Summe  halbjährlich  um  3 Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  T i I g u n g s p I a n ? Wann  ist  die  Anleihe 
getilgt? 

Bei  Beantwortung  dieser  Frage  kommen  die  Gleichungen  No.  21) 
u.  ff.  §.  39.  zur  Anwendung.  Man  hat  dann  K = 4000000^  pi  = 2, 
?c  = 3,  .4  = 100000  zu  setzen. 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  No.  24): 

. 1,032«  — 1 4000000 


0,03 


100000 


= 40 


und  fällt  nach  den  Tafeln  zwischten  das  26ste  und  "27ste  Halbjahr 
oder  zwischen  das  13te  und  14te  Jahr.  Nach  No.  23)  bestimmt 
sie  sich  zu 

log2-20000- log  100000 _ 0.34-24-2-27 

2)  71-  “2.  log  1,03  “ 2.0,0128372“'^’'^'^^ 

Jahre,  was  übereinstimmt. 

Die  Tilgungssummen  berechnen  sich  nach  No.  2)  §.  39. : 

3)  7V  = 100000. 1,03'-!; 
der  Stand  der  Schuld  aus  No,  23) : 


«,  = 4000000-100000. 


U)3^— 1 
0,03  ‘ ’ 


die  Grösse  der  getilgten  Schuld  nach  No.  3): 

1,03  1 


6V  = 100000. 


Ö,Ü3  ’ 


die  Zahlungssummen  der  Halbjahre  aus  No.  21)  oder  aus  No.  26): 
6)  Lr  = «r-i.0,02  + 100000.  l,03^-i. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan  : 


» 

yri 

L 


f-. 


ri 
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Halb- 

jahr 


Grösse  der  Stand  der  Schuld  zu  , Halbjährl. 
halbjährlichen  Ende  des  Halbjahrs  od.j  Tilgungs- 
Zahlungen  Anfang  des  folgenden  summe 


3 

4 

5 
ö 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 
10 

17 

18 

19 

20 
21 


180000 
181000 
182030 
I 183090,9 
184183,63 
185309,14 
186468,41 
187662,46 
188892,34 
190159,11  ! 

191463.88  I 
192«07,80 
194192,03 
193617,79  I 

197086.32  I 
198598,91 

200150.88 

201761.33 
203414,44 

203116.87 
206870,37 
208076,49 
210536,78 

212432.88 
2144-26,47 
216439,26 
147389,69 


3900000 

3797000 

3690910 

3581637.3 

3469086.42 
3353139,01 
3233733,78 
3110766,40 
2984089,39 
2853612,07 

2719220.43 

2580797.04 
2438220,96 
2291367,58 
2140108,61 
1984311,70 
1823841,23 
1658336,46 
1488313,16 
131296-2,35 

1132351.43 

946321.97 
754711,63 

557332.98 
334073,57 
144695,77 


I summe 

lÖOOOO 

103000 

106090 

109-272,7 

112350,88 

1139-27,41 

119403,-23 

122987,39 

126677,01 

130477,32 

134391,64 

1384-23,39 

! 14-2576,09' 

,146853,37 

1 13 1-258,97 

; 153796,74 

1160470,64 

463284.76 
j 170243,31 

1 173350,60 
ll806Il,12 

1 186029,46 
191610,34 
197338,63 
-203279,41 
■209377,79 

114695.77 


Vergleicht  man  nun  die  Summen,  «eiche  die  Tihuno-  „nd 
Verzinsung  eines  Kapitals  von  4000000  erfordert,  nenn'’die''  Ver- 
zinsung  und  Tilgung  jährlich  geschieht,  mit  denen,  «eiche  erfor- 
dert  «erden,  wenn  die  Verzinsung  und  Tilgung  halhjährlich  (also 
mit  dem  halben  Zinslusse  und  der  halben  Tilgungssumme  im  ersten 
Halbjahre)  vor  sich  geht,  so  ist  im  ersten  Falle  im  Ganzen  die 
Summe  5304658,56  und  im  zneiten  Falle  für  die  Tilgung  der  olei- 
eben  Schuld  nur  5-2430-24,37  nüthig,  und  es  stellt  sich  ein  Min 
dei-bedarf  von  39634,19  heraus.  Diese  Bemerkung  hestäti-t  das 
-schon  früher  Gesagte.  Die  halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung 
empfiehlt  sich  daher  vor  der  ganzjährigen  Verzinsung  und  Tilgung* 


/ 
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denn  sie  ist  vortheilhafter  als  jene.  Dasselbe  ist  der  hall  hei 
halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung,  denn  sie  erfor- 
dert die  gleichen  Summen  nie  die  ganzjährige  Verzinsung  und 
Tilgung. 

8)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  mit  4 Procent  ver- 
zinst und  so  getilgt  « erden,  dass  im  ersten  Jahre  -200000 
z u r ück gez a h 1 1 « erden  und  diese  Tilgungssumme  jähr- 
lich um  4 Procent  steigt.  Welches  ist  der  bezügliche 
Tilgungsplan  für  die  5 ersten  und  letzten  Jahre  und 
für  die  zwischen  liegenden  Zeiträume  von  5 zu  3 Jah- 
ren? Wann  ist  das  Kapital  getilgt? 

Da  hier  No.  3)  §.  39.  samint»  den  zugehörigen  Gleichungen  in 
Anwendung  kommt,  so  hat  man  dort  A = 4000000,  ^ = -200000, 
<0  = 4,  p = 4 zu  setzen*  Bei  Bestimmung  der  Zeit  genügt  es, 
wie  mag  sieht,  sie  den  Tafeln  zu  entnehmen,  denn  eine  ganz 
genaue  Feststellung  derselben  hat  keinen  besondern  Zweck.  Sollte 
sie  aber  dennoch  im  speciellen  Falle  nüthig  werden,  so  kann 
man  sie  auf  die  angegebene  Weise  durch  Logarithmen  bestimmen. 
Die  Tilgungszeit  fällt  nach  No.  8)  §.  39., 

1,04» -1  4ÖOÜOOO_„^^ 

0,04  “ 200W — 

zwischen  das  Ute  und  Ute  Jahr,  ganz  nahe  an  letzteres.  Hier- 
nach ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan : 


Jahr 

Grösse  der 
jährlichen 
Zahlungen 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folgenden 

Jährliche 

Tilgungs- 

snmme. 

1 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des] 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden 

1 ' 

360000 

3800000  ^ 

-200000  1 

1 

200000 

l 

2 ! 

360000 

3592000  ' 

-208000  1 

408000 

3 1 

360000 

3373000  i 

2163-20  1 

6-243-20 

1 

4 

360000 

3150707,2 

1 

1-22497-2,8 

849292,8 

5 

360000 

2916735,49 

'233971,71 
1 ’ 

1083-264,31" 

10 

360000 

1598778,58 

'284662,36 

2401-2-21,42 

11 

360000 

1302729,72 

|-296048,83 

2697270,28 

12 

360000 

994838,91 

307890,81 

3003161,09 

13 

360000 

674632,47 

1 

320206,44 

i 33-23367,33 

U 

360000 

341617,77 

333014,70 

3638382,23 

15 

! 353-282,48 

|341617,77 

4000000 

f • 
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Die  Richtigkeit  dieser  Resultate  zeigt  sich,  «enn  man  aus 
den  Elementen  des  Tilgungsplanes  die  Zahlung  eines  bestimmten 
Jahres  berechnet,  so  ist  die  des  fünften  Jahres: 

= *^4. 0,04  f T’a  = 3150707,2 . 0,04  + 233971,71 
= 126028,28  + 233971,71  = 359999,99.... 

11)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4 Procent  halb- 
.jahrhch  verzin^  getilgt  wer, len,  im  erste,, 

Halbjahre  lOüOüO  zu  r ück  ge  zah  1 1 und  diese  Tilgungs- 
Summe  halbjährlich  um  2 Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  Tilgungsplan  in  den  fünf  ersten  und 
letzten  Jahren  und  in  den  z wisc  hen  liegen  d en  Zeiträu- 
men von  je  fünf  Jahren?  Wann  ist  die  Anleihe  getilgt? 

Hier  kommt  No.  21)  §.  39.  mit  den  zugehörigen  Gleichungen  zur 
Anwendung  und  man  hat  sofort  A = 4000p00,  J==100p00,  w = 2, 
=2  zu  setzen.  Die  Tilgungszeit  fällt  nach  No.  24)  §.39. : 

12)  — 1 _ 4000000 


0,02  ~ 


= 40 


100000 

zwischen  ,1ns  29ste  und  dOste  Halhjahr.  Der  Tilgnngsplan  stellt 
Sich  in  folgender  Weise  fest: 

13) 


Halb- 

jahr. 

Grösse  der 
halbjährlicher 
Zahlungen 

Stand  der  Schuld  an: 
Ende  des  Halbjahres 
oder  Anfang  des 
folgenden 

li 

Hiilbjährl. 

Tilgungs- 

summe 

; Grösse  der  getilgten 
1 Schuld  am  Ende  des 
.Halbjahres  oder  Anfang 
I des  folgenden 

1 

180000 

3900000 

I10(»000 

100000 

2 

180000 

3798000 

102000 

202000 

3 

180000 

3693960 

104040 

306040 

4 

180000 

3587839,2 

106120,8 

412160,8 

5 

fl 

180000 

3479595,99 

108243,22 

520404,01 

10 

180000 

2908027,90 

119509,26 

1091972,10 

15 

180000 

2270658,31 

131947,88 

1729341,69 

20 

180000 

1570263,02 

145681,12 

2429736,98 

25 

180000  ! 

796970,03 

160843,73 

3203029,97 

26  1 

180000 

632909,43 

164060,60 

3367090,57 

27  1 

180000  1 

465567,62 

167341,81 

3534432,38 

28 

180000  i 

294878,97 

170688,65 

3705121,03 

29  1 

1 

180000  1 

I 

120776,55 

174102,42 

3879223,45 

30  ' 

123192,08 1 

• 

120776,55 

4000000 

I 
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Die  Richtigkeit  dieser  Angaben  weist  sich  leicht  nach.  So 
ist  die  im  5ten  Halbjahre  zu  zahlende  Summe : 

Ls  = Ni.0,02  + 7’s  = 3587839,2 . 0,02  + 108243,22 
=71756,78  -1-  108243,22  = 180000. 

Nach  den  in  No.  10)  und  No.  13)  aufgestellten  Tilgungsplänen 
wird  die  Anleihe  durch  gleiche  Zahlungssummen  getilgt.  Diess 
muss  nach  dem  in  No.  14)  §.  39.  aufgestellten  Gesetze  eintreten, 
da  die  Tilgungssummen  in  demselben  IMaassstabe  wachsen,  in 
dem  die  Anleihe  verzinst  wird.  Die  letzte  Summe  macht  hievon 
eine  Ausnahme, 'weil  sie  nur  die  Restschuld  sammt  Zinsen  angibt. 


Verffleicht  man  die  Gesamftüsummen , welche  nach  beiden 
Tilgungsplänen  zur  Tilgung  und  Verzinsung  aufgewendet  werden  . 
müssen,  so  ist  im  ersten  Falle  die  Summe  von  539528’2,48,  im 
zweiten  Falle  nur  5343192,08  erforderlich,  und  es  erweist  sich, 
wie  in  frühem  Fällen,  die  letzte  Tilgungswelse  um  52090,4  vor- 
theilhafter.  Dieser  Vortheil  wird  durch  die  letzte  Zahlungssumme 
bedingt  und  fällt  daher  in  eine  spätere  Zeit.  Dringt  man  den  , 
Werth  dieses  Vortheils  auf  die  Gegenwart  zurück,  so  ist  der  ^ 
haare  Werth  hiefür:  * 

«9090  i 

y = = 52090,4 . 0,5520709 = 28757,59 

also  nicht  unerhehlich.  Bei  Staats-Anleihen  von  viel  hohem  Be- 
trägen dürfte  wohl  ein  solcher  Vortheil  nicht  zu  übersehen  sein. 


X 


§.  42. 

\ 

Ermittelung  des  Kapital werthes,  wenn  ein  bestimm- 
ter Tilgungsplan  gegeben  ist. 

ln  den  bisherigen  Untersuchungen  wurde  das  zu  tilgende  Kapi- 
tal, die  Tilgungssumme  und  der  Ziiisfuss,  als  bekannt  vorausge- 
setzt und  daraus  der  zugehörige  Tilgungsplan  abgeleitet.  Ist  aber 
das  zu  tilgende  Kapital  nicht  gegeben,  sondern  die  einzelnen  Zah- 
lungsleistungen, Zitisfuss  und  Zeit,  so  stellt  sich  die  Frage  um- 
gekehrt und  man  hat  hieraus  das  Kapital  und  die  Tilgungssum- 
inen  zu  entwickeln.  Sie  ergeben  sich  aus  den  im  ersten  Kapitel 
aufgesteltten  Grundsätzen. 

Die  Fälle,  welche  sofort  eintreten  können,  sind  jedoch  ein- 
fach. Die  Jahresleistungen  stehen  nämlich  unter  einander  in  kei- 


« 


I 


I 


i 


I 
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»ein  Zusammenhänge,  oder  sie  nehmen  nach  bestimmtem  Gesetze 
zu  oder  ah,  oder  bleiben  sich  gleich,  wie  diess  aus  31-41 
nervoreeht 

Bezeichnet  man  nun  im  ersten  Falle  die  Jahresleistungen  wie 
isher  durch  L^,  L^,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des 

zu  tilgenden  Kapitals  bei  dem  Zinsluss  p : 


+ 


^2  , ^3 


Ist  der  ^Vertb  für  K gefunden,  so  ergeben  sich  aus  No.  2)6.31. 

er  le  ür  -^3,... .An  durch  einfache  Umstellung,  und 

man  erhält  dann:  ^ 


2)  Ai=Li-K.0,üp, 

A„=L2~K. 0,0p  + . 0,0p , 

^^3  ~ ^3  — A . 0,0p  + Al.  0,0p  -f  A2 . 0,0p , 

-h  = L^—  K.0,0p  + Al . 0,0/> -f  A-i^ . 0,0/j + A^ . 0,0// , 


An  — Ln  K.  0,0p  + Al . 0,0p  + 0,0p  + ....  J„_i . 0,0//. 

Diese  Auflüsungsmefhode  bestimmt  die  Werthe  der  A succes- 
sive,  indem  jede  folgende  Tilgungssumme  erst  gefunden  werden 
kann,  wenn  die  vorhergehenden  bekannt  sind,  und  ist  zurücklau- 
lend. 6ie  führt,  wie  man  sieht,  zu  dem  gewünschten  Ziele. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten,  wenn  die  Verzinsung  halb- 
jahrlich  und  die  lilgung  jährlich,  oder  wenn  beides  halbjährlich 
geschieht,  No.  3)  und  No.  4)  §.  31.,  was  leicht  durchzuführen  ist. 
Aus  der  in  No.  _)  gegebenen  zurücklaufenden  Aiiflösungsweise 
lasst  sich  eine  directe  ableiten,  wenn  man  die  Werthe  der  frühem 
A in  die  spatem  Glieder  einführt  und  ordnet.  Hiedurch  erhält  man; 

3)  A^  = L^-L. 0,0p  + Li . 0,0p - ÄT. 0,0// . 0,0p 

Li.  0,0p  — K . 1,0// . 0,0p , 

A3  = L3  + Li . 0,0p  . 0,0p^-Ll  ‘0,0p. 0,0p ~ K. 0,0p  - Ä'.0,0// . 0,0// 

-A.  1,0//.  0,0//- 0,0// 

= A3  + L.1 . 0,0//  -f  A, . 1,0// . 0,0p  ~ K . 1,0// . 0,0//  - K.  1,0p . 0,0p . 0,0p, 

und  hieraus  durch  \ereinigung  der  zwei  letzten  Glieder: 

4)  A3  = A3  -I  A.^ . 0,0//  + Li . 1,0// . 0,0p  — A.  I,0//2. 0,0p. 


I 


f 
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Ferner  erhält  man,  ivenn  die  Glieder  nach  den  Stellenzahlen 
seordnet  werden  : 

A^  = A4 

-f  A3 . 0,0//+ A2 . 0,0// . 0,0//  + A, . 1 ,0// . 0,0// . 0,0//  — A.  1,0//^ . 0,0//  .0,0// 
A2 . 0,0//  + Al . 0,0// . 0,0//  — AM  ,0// . 0,0// . 0,0// 

+ A,.0,0//  -/i.  0,0p.  0,0p 

— A.0,0//. 


Nun  ist : 


L-2 . 0,0p  (1  + 0,0//)  =:  L.1 . 1,0p  .0,0p , 


I,0//2-l 


A, . 0,0// . 0,0//  (M  1 ,0//)+ Al . 0,0//  = Al . 0,0// . 0,0// . - ’ ^ — +Ai . 0,0// 

= Ai.0,0//.l,0//2 

- A.  0,0// . 0,0//  (1  + 1,0//  + 1,0//2)  — A.  0,0p 
1 0w3  — 1 

= -Ä^ 0,0/7. . 0,0/7 -Ä.o, 0/7  = a:.i,0/?3.o,o/^ 

daher  entsteht: 

5)  — L3 . 0,0/7  L.2  • 1,0/7 . 0,0/7  -|-  Li . Ifip^ . 0,0/y 

— K,  l,0/>3 . 0,0/7. 

Führt  man  den  Calcul  auf  diese  Weise  fort,  so  ergibt  sich  fol- 
gendes Gesetz: 

6)  - • 

An  Ln  "I"  L)i—1 . 0,0//  + Ln—1 . 1,0//  . 0,0//  + Ln— 3 . 1,0//^  . 0,0//  ... 

....  + A-2 . 1 ,0//”—^ . 0,0p  + Al . 1 ,0//"-2  _ 0,0//  — A . 1 ,0//"-^ . 0,0// , 

wornach  die  Werthe  der  A direct  aus  den  A gefunden  werden 
künnen,  wenn  A nach  No.  1)  bestimmt  ist. 

Benutzt  man  diese  Darstellungen,  «o  lassen  sich  hieraus  noch 
weitere  Folgerungen  ziehen;  da  nämlich: 

A = .+1  + A^,  + A3  ....  An 

ist,  denn  sämmtliche  Tilgungssummen  kommen  dem  dargeliehenen 
Kapitale  gleich,  so  hat  man  aus  No.  2)— 6): 

7) 

A=^i=Ai- A.0,0// 

^2  — A2  + Al . 0,0//  — A . 1 ,0// . 0,0// 

A3  = A3  + A2 . 0,0//  + Al . 1 ,0p . 0,0p — K .1 ,0//2 . 0,0// 

A^=L,i  + L3.0,0p-l  A2.1,0//.0,0//  + Al  .l,0p^.0,0p 

— A.  1,0//®.  0,0// 

An  — Ln  + An— 1 • 0,0//  + An-2 . 1,0// . 0,0//  . . . . Ai  . 1,0//"— 2 . 0,0// 

— A.  1,0//"-^.  0,0//. 
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Ordnet  man  diese  Darstellung  gleichfalls  nach  den  Stellenzahlen 
der  L,  so  erhält  man  : 

8)^  K=Li  + Lj  .0,0;^(1  -j  ],0/>2-j- ....  l,0p”-2) 

La  + La . 0,0/>  ( I 4 J ,0p  + l,0p^  -f ....  1 
Lg  + Lg  .0,0/>(I  4 l,0/>  + 1,0;>2  4-  .... 

Li  + L4.0,0;i(I  f i,0p  + 1,0;j2  4_  .... 


l-^n—2,  />/i— 2.  0,0/>  (1  + 1,0/^) 

L,i-i  4-  L„_i  .ü,ü/>  4-  Ln 

— K . 0,0p . (I  + ],0/>  4 J 4. . . . . l,0pn-i), 

Säiunitliche  Reihen  lassen  sich  in  folgender  Weise  behandeln : 

9)  Lr  4-  Lr.0,0p{\  4 \,0p  L J,0/>2  4-  ....  J,0yo«-r-l) 

— Lr  4-  Lr  . 0,0/^ QJ0p~  =Lr.  l,0p’>~r. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  geht  die  Darstellung  No.  8)  in 
folgende  über : 

A = L, . ] ,0p^-i  + La . 4-  7,3 . 1 ,0p"~  34-...,  L„_i . 1 ,0p  + L„ 

— AM,0y/‘+A 

oder 


10)  A.  l,0p»=zL, . l,0/)"-i4  L.,.  l,(y‘-24-....L„_i 
und  hieraus: 


11) 


A':= 


- * I . ^3_  I 

IjO/?  ^ 1,0/?”' 


Die  in  No.  10)  und  No.  II)  erhaltenen  Gleichungen  sind  ein 
dritter  Beueis  für  die  in  §.  3.  und  §.  6.  aufgestellten  Lehrsätze. 


Das  Gesagte  lässt  sich  leicht  auf  halbjährliche  V erzinsung 
und  jährliche  Tilgung,  so  wie  auf  halbjährliche  Verzinsung  und 
1 ilgung  anwenden  und  gilt  auch  von  diesen. 


§.  43. 

Ermittelung  des  K ap  i tal  w e 1 1 h es,  wenn  die  Summen 
des  Tilgungsplanes  um  gleichviel  zu*  oder  abnehmen 

und  wenn  sie  gleich  sind. 

Nehmen  die  Zahlungsleistungen  des  Tilgungsplanes  um  eine 
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bestimmte  Summe  U zu  oder  ab,  so  dass  Li=L,  L^  = L:^D, 
X/3  = />db ••••  Ln  = L^{n  — l)/>,  so  ergibt  sich  zur  Ermitte- 
lung des  Kapltalwerthes  K bei  dem  Zinsfuss  /?,  der  Tilgungs- 
zeit n und  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung  nach  No.  1)  §.42.; 


1) 


, _ L A + ö L + 2/4^  A + (w-l)/> 

^ ^ “T  1 n.,2  1 1 i •••• 


J,0/>^  l,0/>2  ■ l,ü/?3  . ••••  J Op« 

wenn  man  vorerst,  das  positive  Zeichen  berücksichtigt.  Diese 
Darstellung  zerlegt  sich  in  folgende-  zwei  Reihen : 


‘-i) 


I 1^1 

~ \,0p  I,0/^2  T l,0/j3  + •••■  1^0;, 

o. 

I 1 I 1 T 1 T •••• 


I ■ l,0/;2  ■ \,0p^  ' l,0/^4^—  l,0/>»  ■ 

Zerlegt  man  die  zweite  Reihe  nach  den  V'orzahlen  von  D in  be- 
sondere Reihen,  so  zerfällt  sie  in  folgende,  für  sich  summirbare : 


" + H 


D D . l,0/?"i~l,0/?"” 


4- 

I • t c • 


L0/>" 


= D. 


0,0a 


l,0/>2  ■ L0;>3  ■ ],0/>4 

. JL  . . J1 L0/>-2-l,0/,-« 

l,0y..3^  LO/J-^"*  l,0/>5  4 


0,0/> 


D 


, . JL  . J1 n ^ÄP-^  - 

\,0p*  ' 1,0/>8'4'1,0/,6+  -1,0;>«-^-  o,Öp 


X n 1,0/;-” 

+ • /,  ..  — u. 


1,0/j"-»  ^ 1,0p” 


0,0p 


+ 


— -f)  l,0/>-^”-0— 1,0p-” 


3) 


1,0p  • 0,0p 

4-0  -D  1^C"-1>0/^“” 

^ ~ 0,  0p  ~ • 

Hier  ist  das  letzte  Glied  zugefügt,  um  die  Reihen  zu  vervoll- 
ständigen. Aus  dieser  Darstellung  erhält  man  nun: 

D , 2D  3D  (w  — 1)D 

l,0p2  + I,0p3  l,0p^  + ••••  f,0p” 

_ /^_L  . _i_  4.  1_  . _1_^  nD 

- 0,0p\l,0p  ^ l,0p2  l,0p3  + ••••  1,0p”/  - ö;ö;rT.Öp” 

‘ 1 — 1,0/;-”  nD 

Ö,0p  ■ 0,Ö/;  0,Öp. l,Öp”  ’ 

und  hieraus  durch  Einführung  in  No.  2),  nachdem  die  erste  Reihe 
selbst  summirt  ist, 

L'—j  l—JjOp-”  D 1— LOp-"  nD 

0,0p  + 0,0p  ■ 0,0p  ~0,0p.lfi^ 


j 
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oder 

-1) 


Ä — (L  4-  -P  - ) ? 

0,0p  0,0p  0,0p, l,0p” 


Nehmen  die  ^a)iliin!:'»;lei.stiiiigen  ab,  so  ist  hieraus: 

n/J 


5) 


k'  ^(T  ^ JL.\  1 — I.Oy?-"  , 

^ 0,i)p>  0,0/>  +0,0yAl,0/>«' 


Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  geniaqht,  so  bleiben  die 
vorstehenden  Entwicklungen  in  Kraft  und  erstrecken  sich  auf  2rr 
Halbjahre.  Die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  dann  in  fol- 
gende über: 


6) 

7) 


Ä = (L  h 


0,0/?,  ’ ü,0/>,  (lOpi . 1 ,0pi  2«  ’ 


2«/> 

,.i7) 


0,0p/  0,0pi  ü,0/?,.I,Ö/?,2»- 


Ist  A gefunden,  so  entwickeln  sich  datm  die  bezüglichen  Til- 
gungssunimen  yi, , nach  No.  2)  oder  No.  7)  §.  42., 

wenn  die  erforderlichen  Werthe  eingeführt  werden. 

Sind  aber  die  fälligen  Suinnien  einander  gleich,  so  bestimmt 
sich  das  zu  tilgende  Kapital  bei  jährlicher  und  halbjährlicher  Ver- 
zinsung und  Tilgung  wie  bekannt  durch: 


8) 

9) 


K-L  ' 

• 0,0/7  ’ 

1 -1,0/7, -2n 

~070^-  ” • 


Die  Tilgungssummen  ergeben  sich  aus  No.  2)  §.  42.  auf  fol- 
gende Weise : 

Ai=zL~K.0,0p, 

A^=L~K.  0,0/7  T A . 0,0/7  = + yl, . 1,0/7  = /l, . 1,0p , 

A3  = L~A. 0,0/7  + Al . 0,0/7  T Ja • 0,0/7 = Al  + J, . 0,0/7+ J, . 1,0p. 0,0p 

= J,  + J,  . 0,0/7  (1  + 1,0/7)  = J,  + Al  . 0,0/7  . ^ 

A^  = L — A.  0,0/7  + J, . 0,0/7  + Ja . 0,0/7  + J3 . 0,0/7 
= Jl  + J,  . 0,0/7  + Al  . 1,0/7 . 0,0/7  + J, . 1,0/72. 0,0/7 

= J,  + J,  .0,0/7(l  + 1,0/7+  1,0/72)  = J,  +J,  J 0y,3^ 

u.  s.  w.  Die  Fortsetzung  dieser  Schhlsse  führt  auf  folgendes  Gesetz: 
10)  Jr  = J,  .1,0/7^-». 

J,  aber  bestimmt  sich  direct  nach  8)  auf  folgende  Weise: 
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J,  = L-A.0,0/7-  + — L 

L 


t — 1,0/?-” 
0,0/7 


0,0/7, 


'^‘■“1,0/7"' 
folglich  auch  in  Rücksicht  auf  No.  10); 

l,0/7"-'-+l' 

Diese  Gleichungen  gelten  auch  für  halbjährliche  Ver/insung  und 
Tilgung,  nenn  man  Halbjahre  statt  Jahre  setzt. 

Hieraus  rechtfertigt  sich  folgender  Satz: 

13)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Summen  (Zins 
und  T i 1 g u n g s s u m m e einbegriffen)  z u r ü c k g e z a h 1 1 , so 
wachsen  die  T i I gnngs  summe  n nach  den  Gesetzen  einer 
geometrischen  Progression,  deren  Exponent  mit  dem 
V e r z i n s u n g s - a a s s s t a b z u s a m m e n fä  1 1 1 Die  T i I g u n g s - 
summe  des  ersten  Jahres  kann  man  direct  aus  No.  11) 
bestimmen  und  den  T i 1 g u n g s p I a n aus  z e i Elemen- 
ten ableiten. 

Dieser  Satz  ist  die  Kehrseite  des  in  §.39.  No.  14)  aufgestellten. 

§.  44. 

A n Wendungen. 

1)  Eine  Anleihe  wird  in  40  Jahren  bei  5 Procent  so*"  ^ 
getilgt,  tlass  im  ersten  Jahre  600000  und  in  jedem  fol- 
genden 10000  weniger  gezahlt  werden.  Welches  ist  der 
Werth  dieser  Anleihe?  Welches  ist  der  bezügliche  , 
Tilgungsplan?  — \ 

Hier  kommen  die  in  §.  43.  aufgefundenen  Gleichungen  zur  An- 
wendung. Aus  No.  5)  ermittelt  sich  die  Grösse  der  Anleihe:  Setzt 
man  dort  JL  = 600000,  /)  = 10000,  p = 5,  — 40,  so  erhält  man: 


2) 


Ä — p)uuuuu  Q ) Q Qg  + ^ Ö5 . 1,0540 


= (600000  ^ -200000)  17,1590864  + 8000000.0,14-20457 
= 6863634,54  + 1 136365,45  = 7999999,99  = 8000000. 

Die  Tilgungssummen  erhält  man  aus  No.  2)  §.42.: 

3)  = Li  — K.0,0p  = 600000  - 8000000 . 0,05 

= 600000  — 400000  = 200000 , 

= L.2 — K. 0,0p  + 0,0p  = 590000  * 8000000 . 0,05  f 200000 . 0,05 

= 590000  - 400000  f 10000  = 200000  u.  s.  w. 
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Man  bemerkt  dass  ,1er  Safr,  N„,  3)  ^.32.  einiritt,  »„mach  die 

humnre  »eiche  die  jährlichen  Zahlungen  abnehn.en,  den. 

Zinsbetrag  von  der  1 ilgungssunnne  des  ersten  Jahres  gleich- 
kommt,  denn  es  ist:  ” 

— 2000Ö0 . 0,0.)  = 1 0000. 

Die  Tilgung  der  Schnbl  wird  daher  durch  gleiche  Sunnnen  be- 
»irkt  und  der  rilgungs|,la„  lässt  sich  nun  leiclit  feststellen 

5)  Eine  Anleihe  »ird  bei  5 Prncent  durch  die  jähr- 

liehe  Summe  von  45-)|M,237  in  30  Jahren  getilgt  Wie 

gross  ist  die  Anleihe?  Welches  ist  der  i 

Tilgungsplan?  'bezügliche 

Der  Werth  der  Anleihe  hestimmf  sich  nach  i\o.  8)  ^.43.  und  ist: 

Ä — I WHH  1 - '»03-30 

Ä - 43-1  J4,23. = 432194,23 , 13,3724510 

Ig432194,2  = 5,6336789 
Igl3,374251  = 1,1867431 

6,8224220 

A'=  N.  6,8224220  = 6643884. 

Die  Grösse  der  Tilgnngssnmme  des  ersten  Jahres  ist  nach  i\o.  1 1 ) 43  • 

7)  d _ 4321 9^23  432194,23 

1,0530  ~ 4,32194^  ~ '^0000. 

DmhRichtigkeit  dieses  Werths  erweist  sich  aus  No.  2)  42.  Hier- 

Al  = Li—  K.  0,0/)  = 4,32194,23  - 664,3884 . 0.05 
= 4,32194,23  - 332194,2  = 100000. 

Da  nun  nach  No.  13)  §.  4,3.  die  Tilgungssiimnien  dieser  4n- 

get^srLt:  ■"  """  Progression  s'tei- 

100000.1,05^-1. 

I\laii  kann  nun  hieraus  den  beziif»lirhr>n  T:i/*  i ■ . 

nach  den  Gleichungen  des  §.  39.  feststellen.  So  STb  "die  Zah^ 
lungsleisfung  des  fünften  Jahres:  ' ’ ^ 

= S4. 0,05  + Jg  = S4 . 0,03  -f  100000. 1,03^, 

V-*'  j 1,034-1 

0,05  — ®6''3884  — 100000.5,5256,3123 

= 6643884  - 552563, 1 25  = 6091 32 1 ,875 , 

also 

1,5  = 6091321,8.0,0.)  + 127628, 1 = 3045<i6,09  + 127628,1  = 432194  9 
wie  diess  sein  muss.  ^ > 
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Viertes  Kapitel. 
Veber  Staatsanleihen. 


§.  45. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Durch  die  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Sätze  sind  die 
Mittel  gegeben,  welche  bei  der  Werthberechnung  der  Staatsanleihen 
maassgebend  aultreten. 

Schliesst  ein  Staat  eine  Anleihe  ab,  so  werden  gewöhnlich 
die  Bedingungen,  unter  welchen  dieselbe  verzinst  und  zurückgezahlt 
wird,  zum  V'oraus  durch  einen  Tilgungsplan  festgestellt.  Zur 
leichtern  Durchführung  des  Anleihegeschäfts  und  um  auch  den 
kleinern  Kapitalisten  Gelegenheit  zur  1 heilnahme  zu  bieten,  stellt 
der  Staat  Schuldscheine  im  Betrage  von  3'ausend,  einem  oder 
mehreren  Hunderten , auch  Hallihunderten  in  runder  Zahl  aus,  die 
in  der  Regel  von  dem  Gläubiger  oder  Besitzer  nicht,  sondern  nur 
von  dem  Staate  aufkündbar  sind  und  nach  dem  festgestellten  Plane 
und  einer  durch  das  Loos  zu  bestimmenden  Ordnung  zurückge- 
zahlt werden. 

Den  Schuldscheinen  ist  eine  Zinsanweisung  (Coupon)  ange- 
hängt , welche  auf  mehrere  Jahre  oder  Halbjahre  mit  Angabe  des 
Werthes  und  der  Verfallzeit  lautet,  so  dass  der  jeweilige  Besitzer 
des  Schuldscheins  nur  den  bezüglichen  Coupon  vorzeigen  darf, 
um  gegen  dessen  Aushändigung  den  Betrag  der  verfallenen  Zinse 
bei  den  Staatskassen  oder  bei  den  vom  Staate  bezeichneten 
Bankhäusern  in  Empfang  zu  nehmen.  Ist  die  Zinsanweisung  auf- 


\ 
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: I 


I 


I 

I I 


I 


gebraucht  „ud  der  Sclmldschei,,  „ucl,  nicht  »etilut  .n  „ird 

- schf 

liehe  Zinshogen  ausgeliefert  nird 

auch  a,d  v'ria  4:  de  S ! l «i»  k«""eu  aber 

I . «ngen,  der  oicherheit  vveeen  auf  Hpn  iV.^« 

beatiiumteu  Perauu  eingetragen  „erden  ’ " 

Die  Aufstellung  der  Staatsscbuldsclieine  auf  den  V„„  • 
oder  jeueiligen  Inhaber  erleichlert  den  V.  T Ü . 

denn  der  Besitzer  kann  zTZle  zJ 
ganz  nach  Belieben  gegen  balres  t eid  u 

i'n-T"*“’  Äu^'is  r: 
v;rha„lir;;irf:,rr:’:h',;„d“:;::t!'eU:;i.^^^^ 

man  versteht  hierunter  den  Ttefr^n.  i i.  ’ " ^ 1 urs,  und 

.00  au  kauten  und  dL‘':L!'t;et;r"’::t"4l:er:i:";  T 
gross  („I  pari)  als  100  sein  kann.  Der  Curs'’s„iert  ul  *" 

ter  sehen  uird,  eine  uichtige  Knile  i,el  de  I W T n 
der  Staat-sanleihen  oder  Staatspapiere  Fr  I ■ " 

.gungsplaii , von  <lcr  Zeit  und  dem  Zinsluss  ' 'nf ' ””1  ' 

des  aufgeuonnuenen  Bapitals  ab,  denn  es^öirilci7leichl'f 

unter  gleichen  Bedingungen  der  Fürs  der  oTeiclie  1,1  I '•“? 

«w"thtt:  ■*'"  oder  mfaXn 

eiue"S:rXl:^  - t 

der  «eldniark.  aufstellt,  denn'iu,  l.z.e™  Fall  pie 

Bei  Begebung  der  Staatsanleihen  können  verschiedpn.  vv 
gewählt  «erden,  je  nachdem  der  Gel.l.narkr  '' «ge 

tische  Verhältnisse,  Stand  des  Lnd  " s\v  P^'“’ 

günstig  sind  und  die  linaiuielle  Lage  oder^ler  ^rdLtc  H.“" 
halt  des  ausbietenden  Staates  Vertrauen  erweckt.^  ^ 

Entweder  eröffnet  der  Staat  eine  öffentliche  Suhserintin. 
er  tritt  mit  einzelnen  Unternehmern  in  Unterhandlung!  " 
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Im  ersten  Falle  kann  sich  das  2:rosse  und  kleine  Kapital  ijleicli- 
zeitig  dabei  hetheiligen  und  ein  guter  Erfolg  wird  nicht  zu  bezuei- 
feln  sein,  wenn  der  Geldmarkt  und  die  Zeitnni.-^tände  günstig  sind 
und  die  finanzielle  Lage  des  Staates  Vertrauen  einflüsst.  Der 
Staat  hat  dann  die  suliscrihirten  Summen  seihst  einzuheben. 

Im  zweiten  Falle  tritt  der  Staat  nicht  seihst  mit  den  einzelnen 
Darleihern  in  Verbindung,  sondern  er  überlässt  einem  Cnternehmer 
oder  einer  Gesellschaft  von  Cnternehmern  nach  festgestelltem  Til- 
gungsplan und  Zinsfuss  und  gegenseitiger  Sicherheitsleistung  die 
ganze  Anleihe  gegen  Einzahlung  eines  bestimmten  Preises  und 
unter  Gewährung  irgend  eines  Vortheils  zur  Verwerthung.  Es 
kann  jedoch  auch  in  diesem  Falle  e\ne  öffentiiehe  Concurrenz  zur 
üebernahme  der  ganzen  Anleihe  mit  dem  Anerbieten  eingeleitet 
werden,  dass  die  Anleihe  demjenigen  überlassen  wird,  welcher 
bei  gehöriger  Sicherheitsleistung  die  vortheilhaftesten  Bedingun- 
gen stellt.  Die  Betretung  des  einen  oder  des  andern  Weges  wird 
vorzugsweise  durch  Zeitverhältnisse  bedingt  sein. 

In  den  beiden  zuletzt  geuannteji  Fällen  kann  sich  auch  der 
kleinere  Kapitalist  hetheiligen,  indem  der  Unternehmer  der  ganzen 
Anleihe  weiter  mit  andern  Personen  in  Verbindung  tritt,  die  ihm 
bei  Verwerthung  der  Anleihe  hehülflich  sind,  selbst  wieder  gegen 
Gewährung  bestimmter  Vortheile  Theile  der  Anleihe  übernehmen 
und  für  deren  Unterbringung  sorgen. 

Eröffnet  nun  der  Staat  hei  Aufnahme  einer  Anleihe  die  Sub- 
scription seihst,  so  ist  es  nicht  ungewöhnlich,  dass  er,  um  grös- 
sere Betheiligung  hervorzuruferi,  Vortheile  den  Unterzeichnern 
gewährt  und  bei  einem  hesfimmten  Zinsfuss  einen  niedern  Curs 
als  100  gestattet  und  dafür  Schuldscheine  im  vollen  Werthe  für 
jedes  Hundert  ausgiht.  So  hat  Preussen  im  Jahre  1859  eine  Ein- 
zahlung von  95  statt  100  hei  einer  fünfprocentigen  und  Baden 
eine  Einzahlung  von  96  statt  100  bei  einer  vierprocentigen  An- 
leihe gestattet. 


Wird  aber  eine  allgemeine  Concurrenz  für  die  ganze  Anleihe 
hei  bestimm tem  Tilgungsplan  und  Zinsfuss  eröffnet,  so  kömmt 
htiufig  der  Fall  vor,  dass  Anei*I)ieten  zur  Üebernahme  einlaufen,  hei 
denen  ein  niederer  Curs  und  niederer  Zinsfuss  vorgeschlagen  wird. 


Hiedurch  tritt  die  Werthliestimmung  der  möglichen  Angebote 
in  eine  neue  Phase,  und  es  entstellt  die  Frage:  Welches  ist  das 
vortheilhafteste  Anerbieten,  wenn  auf  eine  Anleihe  von  bestimm- 
tem Tilgungsplan  und  Zinsfuss  verschiedene  Anerbieten  mit  be- 
stimmtem Curse  in  einem  andern  Zinsfuss  gemacht  werden? 
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besol'dere  Arfirs?  ««"'•  Eine 

dieselben  in  meiner  N^ift"  l7  E«tterieanleihen.  l>a 

Freibur^  T u L öfter  iea  n I eb  en, 

sind,  so  erschein  ""brr  W-'VTT*^ 


§ 40. 

ü™i'z'"'"r''"*'  ''®*“'"'""»'>  Tilgu„ss,,lane 

*l,i^e  b‘  r*'  Anleihe  i„  eine  gleichwer- 

«iMge  be.  demselben  Tiignngsplan  aber  v er  sei,  ied  en  en 

Zinsf’nss. 

"-i?e'^i'r:e':.?„:n.t:tu:n^^  "■■■' 

rückbezablt  werden  • i ^ -fahren  zu- 

«nter  Be  i b eb  al  f u n i?' d e^s  IVst^LVelTt^*’ dieselbe 
in  eine  ^leicbAverth  isre  bei  de  ^ y 1 ' 's « ngsp  I a n s 

« erde.  ^Es  fragt  li'h!  -gewandelt 

ten  Anleihe?  ^ »in^^ewandel- 

W e I c h es  i s t (1  e r Tn rsi  /^’  i i 

Zinsfnss  , begeben  „erden  bann?"" 

Ist  ndriLritr -,.r  ieicbi. 

.len  Grnndnaraen  .Ci  . L II  ”?T  ' u"' 

Gesa, „„„„er, h den,  IlLr  Ai;!b;'';ti;b^  «''‘i'''’  '''' 

Sämn„li0ber  in  den,  Zi„sb,s»t  feC  t|,m  'v‘, 

/msfuss  r/  auf  die  (üesrenwnrt  - 1 i ^^*<*»ngen  m dem 
ist  die  nnler  a ..esle  be  A f „ , sn 

den,  Wer'  L „Cr  e„,  ,'^,“1.^  <la.l"-l,  an 

nur  an  der  VVnCeä,!!  p .''"/"'"ihe  „iebts,  s„„dern 

eine  andere  „elebe  !:  n"  : „Ce:  r C"df """" 

neC::„frC:'':b'-r,n: 's 

cenlige  Anleihe  zuriicb  berabU  "ln  T"'®".“'®  P'  ".ler  ^pro- 

werden  immer  nur  die  im  vl,  , ^ fsHe 

d,e  ,m  \ „raus  bedungenen  Summen  fniebt  mehr. 
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nicht  weniger)  ausbezahlt  und  es  hat  sich  bei  a-\bwickelung  des 
Geschäfts  nur  die  Form  oder  der  Name,  nicht  der  Inhalt  geändert. 

Eine  noth'vendige  Folge  dieser  Umwandlung  ist,  dass  der  sich 
ero^ebende  Nennwertb  K^  grösser  wird,  als  K das  ursprüngliche 
Kapital,  wenn  r/  kleiner  als  ist,  Avas  gewöhnlich  der  Fall  sem 
wird;  dagegen  kleiner  wird,  wenn  q grösser  als  p ist,  was  woh 
kaum  vorkommt,  da  es  nicht  im  Interesse  der  Speculation  und 

der  liürse  liegt. 

Das  Gesagte  wird  sich  leicht  an  folgendem  einlacheo  balle 
verdeutlichen. 

Ein  Kapital  von  1071200  soll  mit  5 Procent  verzinst  und  am 
Ende  des  Jahres  sammt  Zinsen  zurückgezahlt  werden.  Man  ver- 
langt, dass  dasselbe  in  ein  gleichwdrthiges  4-  oder  Sprocentiges 
verwandelt  und  als  solches  am  Ende  des  Jahres  sammt  Zinsen 
znrückgezahlt  werde.  Wie  gross  ist  der  Nennwerth  des  Kapitals 

in  beiden  Fällen? 


IVlan  hat  nach  dem  Gesagten  zuerst  die  Schuldigkeit  der 
lünfprocentigen  Anleihe  am  Ende  des  Jahres  (also  Kapital  und 
Zins)  zu  bestimmen.  Es  ist : 

El  = 1071200  + 1071200.0,05  = 1124760. 


Verwandelt  man  nun  diese  Schuldigkeit  in  eine  4procentige,  so 
hat  man  mit  1,04  zu  rahattiren.  Der  sich  ergehende  Nennwerth 

ist  daher: 


1124760 

1,04 


= 1081500. 


Verwandelt  man  die  Anleihe  in  eine  Sprocentige,  so  ist  der  ge- 
suchte Nennwerth : 


10Ü200Ü. 


Die  beiden  Nennwerthe  sind  von  der  ursprünglichen  Schuld^  und 
unter  sich  verschieden,  und  um  so  grösser,  je  kleiner  der  Zins- 
fuss  ist,  für  welchen  die  Umwandlung  verlangt  wird.  Nominell 
hat  nun  der  Schuldner  eine  grössere  Schuld  zu  tilgen,  in  Wirk- 
lichkeit aber  nicht.  Wird  nämlich  die  Summe  108150  als  eine 
4procentige  getilgt,  so  hat  er  am  Ende  des  Jahres  Kapital  und 

Zins  zu  zahlen : 


E2  = 1081500  -b  1081500. 0,04  = 1 1 24760. 

Wird  die  Summe  1092000  als  eine  Sprocentige  zurückgezahlt,  so 
ist  zu  entrichten : 
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1,1' 

i 


I 


f 


I 


L3  = 1092000  + 1092000 . 0,03  = 1 124760. 

Er  .ahlt  rlahar  „acl,  allrn  ,lrei  Arten  »leich  viel  am  Ende  des  Jahres. 

Wie  nun  die  ^^hliinirssunirne  des  • j 

lie,,e„de„  Falte  hehandel.  werde  ^X^ml:;:;I^d:;  Til'n:;: 

plan  Mch  anf  eine  Reihe  von  .lahren  erstreckt,  säranitlicbe'' fäL 

abat"er  ZT  ""  TTT'  '"'*l>'«hend  an 

restnestelhen " „:e:%t%  f ' " 

u 4-  r»  ..  verzinst  und  "etil^-t  «n 


, 

— l7i7.  + 


+ 


l,0r/  ^ I,oy  ' 


+ • — 


Diese  Gleichung  bestimmt  den  Ner,n«erth  für  jährliche  Verzin- 
halbiährnch,'  ro"L:^^^^  > erzinsung  und  Tilgung 


3) 


+ 


'-2 


lO^i  ^ l,0r/i 


^ l,0vi3  + ■••• 


hOqJ’^' 


Dass  Ä’i>  Ä^  sein  muss,  nenn  r/ < ist,  ergibt  sich  einfach  aus 
en  im  ersten  Rapitel  aufgestellten  Sätzen.  Dort  wurde  c^ezei^t 

leU,e  ’r'r'tjl';  'T"'"  ZaMnnsen,  „„durch  eFne  a’„ 

getilgt  und  verzinst  wird,  in  dem  gleichen  Zinsfuss  rabat 

„ 7""  der  htrns  flts. 

sende  Werth  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich  kommt  W'erdd>n 
nun  sän, „„liehe  Werthe  in  einen,  niederen^ Zintf  s^i  r bat.  t 
so  ,st  d,e  nn.bwendise  Folge,  dass  de,  ans  ihnen  hervorgehel^e 
Gesammtwerth  grösser  als  die  ursprüngliche  Anleihe  ist.  LW 
kehrt  muss  Äi<Ä  sein,  wenn  „ird.  was,  wie  bemerkten 

(er  irkhchkeit  nicht  wohl  vorkommt  und  daher  hier  auch  keine 
Uerücksichtigung  findet. 

Hiemit  ist  die  unter  a)  gestellte  Frage  beantwortet. 


Zu  b).  Der  Curs  C,  welcher  dem  Nennwerthe entsnriebf 
bestimmt  sich  einfach  durch  folgende  Proportion:  ^ ’ 


A = 1Ü0:G, 


denn  der  Nennwerth  steht  zu  dem  Werthe  der  Anleihe  in  gleichem 
Nerhaltriiss  wie  100  zu  dem  Curs.  Es  ist  daher: 


A.ITO 

A'i 


Diess  lässt  sieh  auch  orschliessen.  Wenn  der  Staat  eine  An- 
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C 


leihe  im  Curse  zu  100  (al  pari)  ausgibt,  so  muss  er  so  vaele 
Schuldscheine  zu  je  Hundert  aushändigen,  als  Hunderte  vorhan- 
den sind.  Nennt  man  die  Zahl  der  Schuldscheine  Z,  so  ist 


K 

100’ 


und  die  Ausgabe  von  Z Schuldscheinen  im  vollen  Werthe  wird 
ihm  die  aufzunehmende  Anleihe  einbringen,  denn  er  erhalt  hiedurch  : 

_ A.IOO  ^ 

5)  S = Z . 1 00  — j 00  — 

Wird  aber  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss 
q umgewandelt,  so  muss  er  nominell  ein  höheres  Kapital  A\  auf- 
nehmen, aber  niederer  verzinsen,  ^r  wird  daher  auch  eine  gros- 
sere Zahl  von  Schuldscheinen: 


9 


die  alle  auf  100  lauten,  ausstellen  müssen,  um  die  gleiche  baar- 
summe  zu  erhalten.  Er  wird  aber  nicht  den  vollen  Werth  100 
für  ieden  Schuldschein,  sondern  nur  C fordern  dürfen,  um  den 
Werth  der  Anleihe  eingezahlt  zu  erhalten.  Der  hiefür  eingehende 

Betrag  ist : 

6)  S = Zi  C. 

Aus  5)  und  6)  hat  man,  da  der  Staat  in  beiden  Fällen  die  gleiche 
Summe  erhalten  soll. 


A = ZiC=S, 

und  hieraus : 

K A.lOO 

7)  Zi“  Kl  ’ 

wie  oben. 

W’endet  man  nun  die  Bestimmung  No.  4)  oder  No.  7)  aut  den 
oben  behandelten  Fall  an,  so  stellt  sich  der  Curs  für  die  Sprocen- 
tioe  Anleihe  von  1071200,  wenn  sie  in  eine  gleichwerthige  4pro- 
centige  verwandelt  wird,  auf: 


^71200.100 

""1081500 


= 99,047.... , 


für  die  3piocentige  auf: 


1071200.100 

-imeööir = 


i 


( 

i 
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rliten  Fall“' 7',"®'""  in. 

im  ersten  Faile  liie  SnmnieT  ’ 

«=  /f.C=  10815.1)0,047....  = lO-lUill.DO 

•ni  zu  eiten  Falle: 

S=Ä2Ci  = 10920.98,095....  = J07J199  99 
oüermi200  tur  die  l,etrefi.„de„  Schuldscheine  ^ d^’ Kasse. 

A'r  in“X  «“LtnrN:.!?«“':''  'Vertte  statt 

<les  Curses  bei  jährlicher  und  halhjährlidl’er  Vr'*  ^««Omniung 

«diujanriither  Verzinsung  und  Tilgung 

A . i,09-i  -I- L^,  l,9(j~^^T^.7Ü?[^-n^ 

9)  C=  A'JOO 

nicht  ZLZI  l‘-cle7nTu7dL'‘fach'ienrT^^^^  t ^ 

p zu  zahlenden  Sununen  dln  h‘  r """ 

des  Curses  vorerst  K zu  berechnen  d h ' ^^cstimniung 

rabattiren  und  den  so  erhaltenen  V\e,(h  f'ör 
i^o.  9)  einzuführen.  Man  erhält  d mn  f - i.  i-  i 
-ici^e  Verzinsung  und  Tilgung 

JO)  r—inn^i-^ ’^P  ^ + A . 1 ,0/^-2  + ....  . ] 0;>-« 


c=  WO 


Al . 1 ,0v  ‘ + ^2 . 1 ,ür/-2  . 77,^  J , 


11)  c=  100  Ji  ^2^^  A2„. 1,0/A -2n 

. . A . I.0y,-1+ A. ^.ö^7-h.::a „Ti;o^«- 

on  en  ini  vorigen  Kapitel  angegebenen  Tibrniifr-  i- 
»«ich  vorzüglich  drei  zur  CimvandlunL»  in  p!  "^l'*nneii  eignen 
« enn  die  Anleihe  durch  »leiche  Si  Zinsfuss: 

TNg...,gas„„„„e,,  Oie  „lei:  “e'it 
«clire,ten,  oder  „e„„  sie  d.irel,  gieiehe  rilm,Z  ' 

.ü-t"  wird.  Sie  soile.,  i„,  Felgenden  0etrach’te^^e;d"’e^'' 


47. 

Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  «l  • n 

von  anderni  Zinsfuss  we.  r lu  » * ® »ge 

uss,  wenn  dieselbe  durch  gleiche 

Abtragssumnien  getilgt  werden  soll. 

«oll  eine  in,  Zinslns«  dnroh  gleiel.e  Al.tragssnmmen  (^) 
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tilgende  Anleihe  K in  eine  gleichwerthige  bei  dem  Zinsluss  t/  um- 
gevvaiidelt  werden,  so  hat  man  die  in  No.  1)  §•  32.  angegebenen 
Werthe  der  Reihe  nach  in  dem  Zinsfuss  q auf  die  Gegenwart  zu- 
rückzubringen oder  zu  rabattiren,  wie  diess  die  Gleichung  No.  2) 
§.  415.  vorschreibt.  IMan  erhält  dann  bei  jährlicher  Verzinsung  und 
Tilgung  folgende  Darstellung : 

A + K.0,0p 

1)  Al= 


l,0r/2 

A + A.  0,0/7 

■ 1,09^» 

2 A.  0,0/7 

l,0r/3 

’ l,0r/3 

^ + K.  0,0/9 

3 A.  0,0/7 

1,09" 

• • • • • 

~ 1,09^ 

• • • 

A + K.  0,0/7  (?t  — I)  A. 0,0/7 


l,0i/" 


l,0f/'‘ 


Setzt  man  nun  L=AA^K.0,0p  und  D = A.0,0p  und  q statt 
p in  No.  1)  und  No.  5)  §.43.,  so  geht  die  vorstehende  Darstellung 

No.  1)  in  folgende  über: 

2)  Kl  = (A  + Ä . 0,0/7  - 

+ 0'Oi/Tl,0y‘' 

Schliesst  die  Tilgungszeit  nicht  mit  dem  Ende  eines  Jahres, 
besteht  also  n aus  einer  ganzen  Zahl  und  einem  Bruche,  so  wird 
die  Rechnung  etwas  mühevoller.  Man  kann  diese  Schwierigkeit 
umgehen,  wenn  man  die  Restschuld  für  das  Ende  des  riten  Jah- 
res bestimmt  und  in  Rechnung  bringt.  Bezeichnet  man  sie  mit 
Sn,  SO  erhält  man  folgende  Gleichung: 

. yl.0,0l7^  1—1, 0^“” 

3)  A = c a-0,0/7  + a — 3-  "o7or/ 

1lA.0,0p  Sn 

+ p^Xö^  i,0i/»’ 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  die  Tilgung  aber  jährlich, 
so  hat  man  die  Glieder  der  Reihe  No.  8)  §.  32.  halbjährlich  zu 
rabattiren,  wodurch  entsteht: 


1 


I I 


• < 


I ' 


I 
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^ ■ 0,0p| 

' ~ 1%. 

, . 0,0/?| 

,^.OJ)pj  J.O,Op, 

J.0ry,3  ],09,3 

^ + A:.o,Og,  _ j . 0,0p, 

^^Pt_2A.0,0p, 

I ^^  + ^3_Op,  24.0,0/?, 

l,0r/,6 


A.  ao/?^  _ (»-])  4 . 0,0p, 

J,Ö<7,2«-i  l,0y,2«-i 

, + A ■ 0,0/?,  (??  - 1)  ^ . 0,0/?, 

lAy,2n  l,0ry,2n 

Setzt  ,„a„  mm  hierin  K.0.0p,=L.  A + K.(l,0p,=L„  .4.0,0, t. 
, SO  lost  sich  diese  Darstellung  in  folgende  zwei  Reihen  auf; 


= + L-(n-l)P 

1%,  ^ I,0(/i3  + 1,0<7,3  ^ • • ],0y,2»-i 

-I-  -L  . A — 2D  . L — {n  — l)D 

^ 1.09,^  + l,0y,^  + XO^«  + ••••  -T:Öv,2«-  • 

Die  erste  Reihe  lässt  sich  auf  die  Form  der  zweiten  zurückhrin- 
gen,  wenn  man  mit  \,0q,  multiplicirt  und  dividirt,  und  es  wird  ; 

A,  = l,0r/,  + inä 4.  kzsJl  . L^(n~l)n\ 

Vl,0r/,2+  1,0<7j4  + ■*■••••  \,Ö^  ) 

l,0i/,2  l,0r/,4  + l,0ryj6  +••••  • 

Diese  beiden  Reihen  lassen  sich  nun  leicht  nach  den  in  6.  43 
gegebenen  Entwickelungen  summiren.  wenn  man  dort  in  No.  1) 
und  No.  5)  1,0^, 2 ,tatt  1,0/?  und  1,0„2_,  J 

0,0/?  = 1,0/?  — 1 setzt.  Man  erhält  sofort: 


A-. = i.ot„  ci-ritXi)-r:T^”, 

hOq,  -1  1,09^,2_i  +(l,0r/,2  — l)l,0y,2„ 

+ CL,  - , 1 I“:  hP9C~l‘  , nP 

hOq,  —1  ' ],0r/,2— 1 +(l,0r/,2—l)I,0?/,2n’ 


I 
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und  hieraus  nach  der  nöthigen  Zusammenzählung  und  Vereinlachung : 

_rr  -1.1  n r ^ 1-I,0ry -2«  J,0q,nP 

Al— CAi+ 1,07,44  - 1,07,2—1  ^ (1,07,2-1)1,07,2»’ 

oder  da  1,07,2-  1 = (RO71  + 1)  • (EO7,  - 1)  = 2,07,  .0,07,  ist : 

^ D 1- 1,07, -2«  ?iP 

5)  K,  - CA,  1 E . 1,07,  - ö;ö^ J ”i  0772_  1 + Ö7Ö7, . EÖ7,2"' 

Führt  man  nun  die  obigen  VVerthe  wieder  ein,  so  ist: 

Li  = A^  JS:.0,0/>i  +4fiT.Ü,0/?i  .l,0*7x  = K,0,0p^  .2,0^1  i A, 

t 

» 

und  man  erhalt  mit  Rücksicht  auf  die  Restschuld : 

ti)  if.  = Cir.ü,0,t.  -2%.+ 

??4.0,0/?,  Sn 

+ 0,071.1,077^*  + 17077^"' 

Ist  n eine  ganze  Zahl,  so  ist  = 0.  Im  andern  Falle  wird  der 
Werth  von  Sn  auf  die  früher  angegebene  Weise  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,  dann 
ist  aus  No.  12)  §.  32.,  wenn  mit  1,07,  rabaltirt  wird: 

.4  + Ar.0,0p. 

- 1,0,. 

4 + A.0,0/?i  4 . 0,0/?, 


1,07,2 

1,07,2 

4 + A.0,0/?i 

24.0,0/?, 

1,07,3 

1,07,^ 

4 + A.0,0/?i 

(2?i — 1)  -d 

1,07,2» 

1,07, 

Diese  Darstellung  führt,  wenn  man  wie  in  No.  1)  und  No.  2)  ver- 
fährt, zu  folgender  Bestimmung: 

K -CK  (\(\  A.A  1 — *’07i-2” 

8)  A,_CA.0,0/?i  + 4-  Q ). 

2n4.0,0/?,  S-in 

+ 0X^1707,^''  ^ ITÖX"’ 
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l.iajfci  mj  141, 


7°n"l'”“"u'*if '“““"'  f'all'Jahres  bedeutet,  die 
Zahl  der  Halbjalire  kann  auch  eine  ungerade  (2«  + ])  sein. 

Ist  der  Nenmverth  Äj  gefunden,  so  unterliegt  die  Werthbe- 

st.nimung  des  Curses  nach  No.  4)  §.  46.  keiner  «eitern  Schwierig- 
keil  mehr.  ” 


§.  48. 


Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  gleich  werth  ige  von 
andern.  Zinsfuss,  wenn  dieselbe  durch  Tilgungssum- 
tnen  zurückgezahlt  wird,  die  in  einer  geometrischen 

Progression  wachsen. 


Soll  eine  im  Zinsfusse  p zu  verzinseno'e  Anleihe  A’  durch 
Summen  ptilgt  werden,  die  in  einer  geometrischen  Progression 
(1,0m;)  steigen  und  sofort  in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss 
Q unigesetzt  werden,  so  koimneii  die  Uleichungen  des  S 39  zur 
Anwendung  und  man  hat  dieselben  in  dem  entsprechenden  Zins- 
fusse  zu  rabattiren.  kur  die  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung 
ergibt  sich  der  Nennwerth  der  Anleihe  aus  No.  5)  §.  39  wenn  die 
Glieder  der  dritten  Reihe  aufgelöst  und  die  entstehenden  Reihen 
ergänzt  werden,  durch  folgende  Darstellung: 


l)  Kl  = 


+ 


l,0v 

A . 1 ,0w 


^ . 1 ,0w‘^ 
A . \ ,0w^ 


I 


K.0,i)p_  A^Op 

IjOr/  ü,üiü.],09 

, K. 0,0p _A. 0,0p.  l,^iv 
lOr/^  0,Öw.l,0f/^~ 

A • 0,0;^  A . 0,0p . 1 ,0?c2 


+ 


+ 


+ 


hOf/^  0,0w.l,0f/^ 

A . 0,0/>  A . 0,0p . 1 ,0ic^ 
l>0f/  0,0w.  l,Ür/4  ' 0,61^.  1,69^ 


A . 0,0p 
0,0w . 1 ,0r/ 

A^,0p 
0,Öw.  l,0f/^ 

A .0,0p 

Ö,0w.l,0rj^ 

A.0,0p 


+ 


^ ^l,0tv^-^^K.0,0p  _ A . 0,0p . I,0tc"-1 . A . 0,0p 

h0r/'‘  J,0ry«  . 0,0rc.l,üry«  ^0,0«:.  I,0r/' 


Es  entstehen  wie  man  sieht  vier  verschiedene  Reihen,  von 
denen  die  zweite  und  vierte  sich  leicht  summirt.  Die  erste  und 
dritte  unterliegen  dem  gleichen,  aber  etwas  zusammengesetztem 
(»esetze.  Sie  führen  zu  folgender  Darstellung: 
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l,0«p  . 1,0mj2 


-N  ^ ' I I -I- 

^ VRÜfy  EOry^”^  EOfy® 


• T,Ör/^7 


A.0,0p 

2) 

1-1, Orr"  . r4.0,0;i 

4 A'.0,0/J-  + o,ü«i  ■ 0,07 

Die  eingeschlossene  Reihe  ist  eine  geometrische,  deren  erstes 

und  letztes  Glied  gegeben  sind  und  deren  Exponent  ' 

Ihre.  Summe  ist  daher: 


l,0ro”-^  l,0tc 


I 


l,0tf>" 


— 1 


l,0ry«  ^ 1,07 1,07  _ . 

" 1,(W  1 

l,0ry 

Hiernach  besfimmt  sich  der  gesuchte  Nenmverth 

diesen  Werth  in  No.  2)  einfübrt  und  auf  die  Kestschuld  Rücksicht 

nimmt  für  den  Fall,  als  n keine  ganze  Zahl  bedeutet,  durch  fol- 

gende  Gleichung: 


— 1 


3) 


A.  0,0/7  l,0r/’; 

0,0 w ^'i,Öw — 1,Ü7 

A. 0,0/7^  l-l,0r/-"  . -Sn 
I (Av . 0,0/7  + 3 . 0,09  l,0r/« 


Diese  Darstellung  ist  bequem,  wenn  w>q  ist.  Ist  aber  tc  < 7, 
so  eignet  sich  folgende  Darstellung  besser  zur  Benutzung: 


4) 


_r  j A.0,0p 


1- 


Ki=(rf- 


}• 


l,0^c” 

ÜO“^ 


0,0tp  1 >07  — l ,0?/- 


A. 0,0/7.  1-1,0^"  , 

+ ( A . 0.0/7  + yyjyr  ^ ' 0,07  + 1 ,07" ' 


Der  Werth  für  S„  bestimmt  sich  aus: 

S) 


0,0to 


und  geht  in  0 über,  wenn  ?i  eine  ganze  Zahl  ist. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich, so  hat  man  die  Darstellung  No.  16)  §.39.  mit  zu  na- 

battiren,  um  den  fraglichen  Nennwerth  zu  finden.  Dadurch  wird 
aber  der  Calcul  noch  zusammengesetzter,  als  im  vorigen  Falle. 

Es  entsteht  dann: 


BBS- 


f.L . ,iji  mni 


^ _K.O,Opi 

TW. 

K.O,Opi  A 


+ 


KAOpt 

i%r® 

Ä'.0,0/>,  AAAc 

hOrp*  ^ i:o,/,4 

l,Oqi^ 


\ 


Ä.  0,(^1  A.l,0tf^^ 

lUqi^  ^ i7o7/,6 

1,0.// 

, AT. 0,0/j^  A.JfOiff^ 

l,0r/7^^ 
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0) 

_ ^.0,0/?j 

0,ü?ü.  1,0./| 

^.(),0pi 

0,0iv.l,0qi^ 

__  ^_A0pi^^^ 

0,0?.',  1,0<7/ 

_ A .0,0pi  ■ ],0^(i 

Ö,0?c.l,0.// 

^ • 0,0pi . l,0?t'2 

o,o??>7i:o7i'^ 

_ U)^,^,0^2 
0,0?».  1,0^1  ö 

_ ^ . o,(v?i_^^o^ 

0,Ö?c.l,0?/i^ 

A.0,0pi  • 10?»3 

0,0w.t,0qt^ 


0,0?».  1,0^1 

I ^O.Opi 

0,0?» . 1,0.// 

0,0?».  1,0.// 

_40,0/>, 

0,0?».l,0./i^ 

- 1 ■ 0,0pi 

0,0?».  1,09'/ 

.<1  ■ 0,0pj 
0,0?».  1,0?// 

,(4.0,0/?j 

O,0?».l,O(/i’' 


+ 


+ 


+ 


+ 


_/li0,0/?j_ 
0,0?».  1,0^1» 


Ar.0,0;?, 


A0,0p,  . ] ,0u^n-l  J Q 

0,0?» . 1 ,0./,  2»-i  + 0,0?»  .1 ,0.//"-  • 


1.0. //"-i 

# ^ 

^".0,0^  A ■ 1,0?»”- 1 /.^,0/?,  .1,0?»"-!  J OOw 

1.0. .,"  1.0,,,-  0.0, 1,07,7;^ +öÄrnö^7'' 

Diese  Darstcliueg  zerfilllt  in  vier  Reihen.  Die  erste  „n,l  vierte 
snmmiren  sich  leicht.  Die  dritte  Reihe  serfSllt  in  r,,vei  verschie 
dene,  .vovnn  stch  die  eine  dnrch  Mnilipliciren  „nd  Dividiren  mit 

- ‘n“n/7  ^ 7;"'  ,“r'-ickhringen  lässt. 

^Cs^ichieht  diesss,  so  erhält  man  hieraus  Folgendes: 

A',  z=  K. o,o/?i . lniÄrl”  _f.  . 1 - i,0gj2f" 

0,0^1  0,0?»  0,0(7i 

A- A C L_  1 ii2!L  I , 1.0???"-i\ 

■ V 1 ,0.//  + 1 ,0.//  + 1 ,0t/i  6 * • • • ) 

■_  • ijOyi  / 1 ■ 1,0?»  ],o?»2  i,o?»«-i\ 

0,0?»  V 1,0./,  2 1 ,0./,  4''  J , 0^1 6+-'l,0.//«  J 

_ . f 1 . 1 ,0??’  , 1 ,0??  2 I N 

0,0?»  AI,  0?/,  2 + 1 .0^/  + J A)fp  6 + • ” • Tö^/iT  j • 


I 
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Die  drei  eingeklanimerten  Reihen  unterliegen  dem  gleichen  Ge- 
setz. Das  erste  und  letzte  Glied  die.«^er  Reihen  ist  gegeben  und 

_ ...  1,0?»  Summe  ist  daher: 


ihr  Exponent  ist  ] 


1,0?»”-^  l,0tc 1 

XÖ7/"  ‘ 1,11<?/  I,ll9'i‘^ 

1,0?»  , 


1,0.// 


— 1 


1,0?»"  , 
rü^~ 

1,0?»— 1,0./,  2 


Wird  dieser  Werth  eingeführt  und  «erden  die  den  gleichen  Sum- 
nienausdrücken  zugehörigen  Vorzahlen  zusammengezählt,  so  er- 
hält man  zur  Bestimmung  des  gesuchten  Nennwerthes  mit  Rück- 
sicht auf  die  Restschuld,  «enn  7?  jkeine  ganze  Zahl  bedeutet, 

folgende  Gleichung: 

J. 0,0/7 l-l,0r/i-2" 

7)  Kl  =CJ^.  0,0/7,  + -ö;o^  J • 0,0^1 


1,0m;” 


— 1 


^.0,0/7,. 2,0./,  1,09,2» . 

+ - Ö,Ö7^  1,0?»  - 1,0.//  ^ 1,0./, 2» 


Diese  Darstellung  ist  bequem,  «enn  1,0?»  > 1,09,2  ist.  Ist  aber 
1.09,2  > 1^0?»,  so  eignet  sich  folgende  Form  besser  zur  Berecb- 

nung  des  Nennw  erthes : 


Kl  =QKA0pi  + 


AAOpi^  1-1,0./, -2" 


0,0?» 


I — 


P> 


0,09, 


AA^Pi XOqi  -V  l'Oyi'^"  . 

0:0?»  >'•1,09,2 -1,0?» '^1,09,2»* 

.S’„  wird  durch  die  Gleichung  No.  5)  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und 
wächst  die  Tilgungssumme  halbjährlich  um  ?»  Procent  (was  zu- 
lässig ist,  da  ?»  jeden  Werth  bedeuten  kann),  und  soll  die  An- 
leihe in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss  9 umgesetzt  werden, 
so  hat  man  die  Darstellung  No.  21)  §.  39.  zu  benutzen.  Lost  man 
die  dritte  Reihe  in  ihre  Glieder  auf  und  vervollständigt  durch  Zu- 

und  Abzählen  von  ‘1'«  beiden  hiedurch  entstehenden 

Reihen,  so  seulnnt  man: 


200 


1,0 1,0^1 

^.0,0/?i  ^•1.0«’ 

+ i;o7i^  ^ i,09i* 

^.0,0pi  AA  ,0«;^ 
+ l,09i" 

A'.0,0pi  , 

+ l,0vi^  l,Ü9i^ 


A .0,0pi 
ü;otc.i,Ö7i 

^ ■ 0,0/>i  ._^0w 
OjOtr.ljOYi’* 

A .O.Oy^i  • 

0,0««.  1,0^1® 

A .0,0pi . 

O.Ow.ljO^i^ 


A.O,Ojh__ 

■^O.Owj.l.Ovi 
/I . 

^ OjOtü . l>0^i* 

A . 0.0/>i 

0,0<« . 1,0^1® 

A . 0,0pi 
0,0i«.l,0«/i'* 


^ jr.  OM  . + 


0,0«« . 


A.^,Qpi 

iM)««.l,0f/i2"* 


Die  erste  und  vierte  Keihe  suminiren  sich  leicht, 

dritte  lässt  sich  in  eine  zusammenziehen  und  man  erhalt  hiedurc 

1 _ 1 ,o«^i2«  A . 0,0/i,  1^1 ,0«/,::^" 

A’i  = A.0,0;i,— Q Q^ -+  0,0««  ■ 070r/i 


.4.0,0/^ 

+C^~  0,0«« 


/'  1 1,0««  . 1,0««2  1,0««2«-1\ 

I.0'/>""  J 


Die  einseklanimerte  Reihe  sihl  n»ch  dera  früher  Gesagten  folgen- 
den  Summenausdruck: 

1 ,0««j2«  , , 

l.O«/,'^" 

“ M)««  - l,0«/i  l,0«7i-l,0«« 

Hiernach  besthnntl  sich  für  diesen  Fall  der  Nenn^ertl,  für  die 
Igewandelte  Anleihe  nrlt  ßerücksichtignng  der  Restschnid  durch 

Einföhrun"  auf  folgende  Weise: 

J.  0,0/i,.  1 - 1,0«/!-^ 

10)  Ki  = (^K.0,0piA^  0,0««  0,0«/i 

E0^_j 

/1.0,0/i,.  1,0«/,^" • 

I r A - — I.  ' 1 A-  *1  2« 


oder : 


/i.t»,u/i,.  i,u«/i~: , 

+ - '0,0««  • 17Ö««  - 1,091  ^ 1,«V1*” 

/1.0,0/i,. 

Ki=(_K.0,0pi+-jj^  J-  ö.o«/, 

^ ^ A.  0,0/1,.  ^~~1,0«/,^"  , , 

+ (.^~  0,0««  ^ ' 1 ,0«/i  — 1 ,0««  ^ 1 ,0«/,*" 
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je  nachdem  f/i  oder  c/^  ^ lo  ist.  Die  Restschuld  bestimmt 
sich  durch  : 

12)  Sin-K—A. 

Ist  der  Nennvverth  A,  gefunden,  so  ermittelt  sich  in  den  vorste- 
henden Fällen  der  Curs  leicht. 


§.  49. 

Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  gleich w er thige  von 
andern!  Zinsfuss,  wenn  die  Tilgung  und  Verzinsung 
durch  gleich  grosse  Summen  geschieht. 

Soll  eine  im  Zinsfuss  p zu  verzinsende  Anleihe  A durch  gleich 
grosse  Summen  (Zins  und  sVhtragsummen  einbegriflFen)  getilgt  und 
in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss  q umgewandelt  werden, 
so  vereinfachen  sich  die  in  §.  4f>.  aufgestellten  Bestimmungen  sehr. 
Man  hat  dann  die  Grösse  der  Zahlungssummen  zu  bestimmen,  die 
erfordert  werden,  um  die  Anleihe  in  dem  Zinsfusse  p zu  tilgen 
und  dann  ihren  Werth  in  den  Zinsfuss  q umzusetzen. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  nennt 
man  die  Summe,  welche  nach  dem  Tilgungsplan  jährlich  zu  zah- 
len ist,  L,  so  hat  man  für  ihre  Bestimmung: 

L L,L  I^n  1 — 1,0/«-" 

^-l,0^  + l,0/«2+l,0/«3+  • 1,0/1" 0,Ö/>  ’ 


und  hieraus  : 


A.  0,0/« 

~1-  1,0/«-"' 


Da  nun  jede  Jahreszahlung  bekannt  ist,  so  hat  man  nun  sämmt- 
liche  Summen  in  den  Zinsfuss  q umzusetzen.  Es  ist  sofort  der 
gesuchte  Nennvverth  : 

,,,  ,,  L ^ 1 — 1,0«/-« 

2)  A,  - j j + I + — 1 ^ • 0,0«/  ■ 

Setzt  man  nun  den  Werth  für  L aus  No.  1)  in  No.  2),  so  be- 
stimmt sich  der  Nennvverth  durch 


1-1,09-" 

0,09 


14 
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i 


i 


i 

I 

I 


Ist  n keine  ganze  Zahl,  was  eintreten  kann,  wenn  L gegeben 
ist,  so  wird: 

n 0,0;?  i_J,0(7-n  S„ 

) 0,Ü7  +MV’ 

wenn  Sn  die  RBstschuld  bedeutet.  Sie  bestiinuit  sich  dann  durch 

ü,ü/> 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,  so  bleiben 
die  gemachten  Schlüsse  in  Kraft  und  man  bat  den  Calciil  auf  die 
entsprechende  Zahl  von  Halbjahren  auszudehnen.  Man  erhält  dann 
auf  dieselbe  Weise: 


Geschieht  aber  die  Tilgung  jäbrlicb  und  die  Verzinsung  halbjäbr- 
iieh,  so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise: 


7\  fr— fr  1 — 1, 0(7, -2" 

7)  K,-K.  ' iTü^^ ^ ' 

Diese  Formel  findet  aber  in  der  Wirklichkeit  wohl  keine  An- 
wendung. In  den  Fällen,  wo  die  halbjährlichen  Zinsen  wirklich 
ausgezahlt  werden,  was  in  der  Wirklichkeit  vorkommt,  hat  man 
nach  den  in  §.  48.  entwickelten  Gleichungen  zu  verfahren. 

Der  Curs  der  umzuwandelnden  Anleihe  ergibt  sich  nach  S 46 
„ 100.^  , ^ ’ 
, und  man  erhält  durch  Einführung  aus  No.  3) 

und  No.  6) : 


8) 

9) 


100. 


1 - 1,0/^-« 

0,0p 


C = 100. 


0,09^ 

• j-l.üy-«’ 

0,0y, 

i -1,091-2»  • 


VVird  die  Restschuld  berücksichtigt,  .so  ändert  sich  derselbe  um 
ein  Unbedeutendes. 


§.  50. 

Anwendung. 

1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5 Procent  ver- 
linst  und  so  getilgt,  dass  jährlich  100000  abgetragen 


I: 


1 
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werden.  Sie  soll  in  eine  gleichwerthige,  vierprocen- 
tige  verwandelt  w’erden.  Wie  hoch  stellt  sich  der  Nenn- 
werth oder  wie  viele  4procentige  Schuldscheine  zu 
100  müssen  ausgestellt  werden?  Welches  ist  der  Curs 
der  4procentigen  Anleihe? 


Auflösung.  Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein. 
Man  kann  nun  vorerst  nach  §.  32.  No.  1)  so  verfahren,  dass  man 
die  Summen  bestimmt,  welche  nach  dem  Tilgungsplane  bei  5 Pro- 
cent auszuzahlen  sind.  Man  erhält  der  Reihe  nach  die  Summen 
150000,  145000,  140000,  135000,  130000,  125000,  120000,  115000, 
110000,  105000.  Diese  Summen  sind  nun  im  Zinsfuss  4 auf  die 
Gegenwart  zurückzubringen.  Hiernach  erhält  man  durch  directe 


Rechnung 


2) 


Ä'i  = -’p  Q = 1 44  230, 7693 


060, 6509 


124459,4903 

135000 


1,04** 

130000 


1,04« 

125000 


= 115398,5658 
= 106850,5239 
= 98789,3158 


1,04« 

^f^=  91  190,1376 
84029,3736 
77284,5409 


1,049 

[05000 

1,044« 

= 1047227,6057.... 


= 70934,2377 


Hiernach  stellt  sich  der  Nennwerth  auf  1047227,60 und  es 

müssen  10472  vierprocentige  Schuldscheine  zu  100  statt  10000 
fünfprocentige  ausgestellt  werden. 

Der  Curs  bestimmt  sich  durch 


3) 


^ 1000000.100 

1047227,605  -95,490.3, 
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Werden  nun  10472,276....  vierprocentige  Schuldscheine  jeder  zu 
1)5,49....  ausgegeben,  so  erhält  man  in  die  Casse : 

10472,276.95,49023  = 1000  000, 
und  diess  ist  die  verlangte  Summe. 

Löst  man  nun,  um  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultats 
zu  prüfen,  die  vorliegende  Frage  nach  No.  2)  §.47. , so  hat  man 
dort  1000000,  ^ = 100000,  p = 6,  ^=.4,  n = 10,  ferner 

K.  i),0p  = 1 000000 . 0,05  = 50000  , ~ = 1 25000 

U,il4  4 

zu  setzen,  und  es  entsteht: 


= (150000-125000) . 

^ 0,04  ^ 1,041« 

= 25000 . 8, 1 1 08958  + 12500  00 . 0.6755642 
= 202772,3944 . . . . + 844455,21 12  ... . 

= 1047227,6056.... 


wie  oben.  Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resul- 
tats prüfen,  so  ergibt  sich  hiefür  folgende  Rechnung,  wobei  die  Deci- 
malbrüche  beibehalten  sind.  Man  hat  zu  dem  Ende  den  Nenn- 
werth als  eine  vierprocentige  .Anleihe  zu  behandeln  und  jeiveils 
die  oben  angegebenen  fünfprocentigen  Zahlungssummen  am  Ende 
der  Jahre  in  Abzug  zu  bringen. 

S) 


IstesJahr.  Stand  der  Schuld 10472^17  6057 

Zins  zu  4 % hinzu 41889,1042 

1089116,7099 

f"“  130000 

2tes  Jahr.  Stand  der  Schuld “t'll  TtKrü 

37564,6684 

y . , ^ 976681,3783 

otes  Jahr.  Stand  der  Schuld ”{1681  3/83 

33267,2551 

, , 864'948,6334 

Zahlung  ab 140000 

4tes  Jahr.  Stand  der  Schuld 7'14948  6334 

Zins  hinzu 28997,9453 

y ,,  , 753946;^ 

>35000 

5tes  Jahr.  Stand  der  Schuld 
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5tes  Jahr.  Stand  der  Schuld  . 

Zins  hinzu  .... 

Zahlung  ab  ...  . 

Otes  .lahr.  Stand  der  Schuld  . 

Zins  hinzu  .... 

Zahlung  ab  ...  . 

7tes  Jahr.  Stand  der  Schuld  . 

Zins  hinzu  .... 

Zahlung  ab  ...  . 

8tes  Jahr.  Stand  der  Schuld  .j 

Zins  hinzu  .... 

Zahlung  ab  ...  . 

9tes  Jahr.  Stand  der  Schuld  . 

Zins  hinzu  .... 

Zahlung  ab  ...  . 
lOtes  Jahr.  Stand  der  Schuld  . 

Zins  hinzu  .... 

Zahlung  ab.  . . . 

Es  zeigt  sich  hieraus,  dass  die  fragliche  Aideihe  als  eine 
vierprocentige  durch  die  ursprünglich  bestimmten  Zahlungssummen 
getilgt  wird. 

Die  Zahl  der  vierprocentigen  Schuldscheine  findet  man,  wenn 
man  die  fälligen  vierprocentigen  Zinsen  eines  Jahres  von  der 
Zahlungsleistung  abzieht.  Hiernach  werden  im  ersten  Jahre 
150000-41889,102....  = 1081,11,  im  zweiten  145000  - 37564,6.... 
= 1074,36....  u.  s.  w.  getilgt.  Da  aber  bei  den  Schuldscheinen  keine 
Bruchtheile  Vorkommen  können,  so  hat  man  diese  wegzula.ssen 
und  den  Ausfall  zur  passenden  Zeit  in  runder  Summe  wieder 
auszugleichen.  Geschieht  diess,  so  erhält  man  folgende  Zahlen 
für  die  Schuldscheine,  welche  der  Reihe  nach  in  den  verschie- 
denen Jahren  zur  Tilgung  gelangen;  1081,  1074,  1067,  1000, 
1053,  1044,  1037,  1028,  1019,  1009,  welche  zusammen  die 
Summe  von  10472  Schuldscheinen  betragen.  Hiedurch  wird  die 
in  No.  5)  gegebene  Rechnung  etwas,  aber  nicht  wesentlich,  mo- 
dificirt.  Die  Difterenz  wird  aber  ganz  gering  erscheinen  und  kann 
sich  nicht  auf  den  Werth  eines  ganzen  Schuldscheins  erheben. 
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i“'No“s)  Weirel^cIfZt"  “''' 


o «•  t s e t z U n «. 

1)  Eine  Anleihe  von  lOOOÜOO  wird  zu  5 P.n,  * 

»ie  Ariet  ,',  7,:;“;:^  , .aM,i,UMe„  g;,e,.ieM'.' 

venvaiulell  „erden  «'"‘'''".''‘l'ige  l'ei  4 Procent 

-n.se, vandeuen  Anleihe?  wTche'  itVder  "."„'"r'’ 

-ne  -^n 

koninit  die  Uleiehn„s  No.  4)3“no  ofri?'"''’  «'f 

M«,ibat^daher  ü:=  ,000000.  .4=  ioooU,'  ^Ltr:;  =?' 

Ä »eg.  Es  enlsiXr'“"'  ““  ” '«'•’  *»  r»lii 


f.0.0/...3.0„=, 000000.0,023.2,0.2=, 000000.0.0505=30500, 


^ i • 0,0yU, 

"ö;ö^  = 


i 00000. 2, 5 
2 


125000 


9 


und  hieraus  durch  Eiu/ührung: 

Kl  = (50500  1100000-1 25000)  — ^ j 1 Ö . 1 250  00 

^ l,02-^-r+ -170220- • 

i^un  ist: 

0.3270287 

EO-  —1  1,0401—1  ~~  ■~ö;()3Ö1'"  = ^?0'J47689 , 


also  wird: 


A'r  = 25500.8,0947689  + 1250000.0,672971.1 
= 206416,607  -f-  8412M,166, 

= 1047630,773. 

l047X7.'".!T.,d^l'7feseri'o4^'  -“f 

- 10«  siao  ,000«  mnfpr/e^nli^e'tn^^^Llr»*::,^:.''““-'-''- 
I>er  Curs  dieser  Schuldscheine  stellt  sich  auf: 


t' 


I 


207 


100.1000000 

1047630,7  -05,45349, 


lg  100000000  = 8,0000000 
lg  1047630,7  = 6,0202082 

r9797918. 


N.  1,9797918  = 9.5,45349. 


Man  kann  nun  auch  hier  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resul- 
tats durch  Rechnung,  wie  in  ]No.  .5)  §.  50.  geschah,  nachweisen. 
Die  Rechnung  wird  aber  etwas  zusamutengesetzter  werden,  weil 
Halbjahreszinsen  in  Retrachtung  kommen  und  die  Rechnung  von 
Halbjehr  zu  Halbjahr  abgescHlossen  werden  muss.  Da  diese 
Durchführung  aber  keiner  weiteren  Schwierigkeit  unterliegt,  so 
wird  sie  übergangen.  Durch  Ausgabe  von  1047630,7....  Schuld- 
scheine im  Curse  von  95,45....  kommt  in  die  Gasse:  10476,307 
X 95,45349  = 100  0 000,  und  der  Staat  erleidet  keinen  Schaden. 


.5)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  ZU  5 P r o c e II t v e r - 
zirivst  und  so  getilgt,  dass  halbjährlich  50000  abgetra- 
gen werden.  Die  Anleihe  soll  in  eine  4 pr oc e n t ige  gleich- 
w e r t h i g e u in  g e w a n d e 1 1 werden.  Wie  g r o s s ist  der 
Nennwerth  der  u m ge  wan  d e 1 1 e n Anleihe?  Wie  gross 
i li  r Curs? 

Aullosung.  Die  Anleihe  wird  m “50Ö0(F“"^  Halbjahren 

oder  10  Jahren  getilgt  sein.  Da  Tilgung  und  Verzinsung  halh- 
jährlich  geschieht,  so  kommt  die  Gleichung  No.  7)  und  No.  8)  §.  47. 
zur  Anwendung.  -Man  hat  daher  1000000,  = 50000, 

7^1  =2,5,  r/j='2,  71  = 10  in  No.  8)  zu  setzen.  Nun  ist: 


K.  0,0pt  = 1 00  0 0 00 . 0,025  = 25000,  = -^^“=62.500. 

U.Uiyi  J 

*^20  wegfallen,  da  w keinen  Hruch  enthält.  Hieraus  wird: 

Ä\  = (25000  4 .’SOOOO  - 62500) 

= 12500. 16,.35 14333  + 1250000.0,6729713 
= 204392,9168  4 8141214,1662, 


I 


6) 


Kt  = 1045607,083. 
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Oer  iVennwerlh  stellt  sich  auf  1045607  OK  a 

'^^rp^centise  Sel,„l,Uch6me  zu  100  st’a»  ZLn 

Der  ( ur«  heslimnit  sich  zu:  " 10000  auszugehen. 


100. 1000000 

~IO45ö07,O^ 


05,63822, 


'g  100000000  = 8,0000000 

lg  1045607  =^1^3685 

,,  1,9806315  = 05,6382>. 

•stJtt  lör^^sre^h  Curse  von  65  63 

In  Casse.  “ ^ '«-‘30,0708.05,63822  = lOOOoÖÖ 

diesem  Ld'de.r“  ri'l™  p'i,a»r"’r'‘''7 

sell.e„  Anleihe  in  eine  sle^hSte”  der- 

dener  Verzinsung  und  l'ileun«-  erdiige  vierprocentige  hei  verschie- 
Oiir  die  Nennwerthe  ^ gefunden  wurden,  so  ergibt  sich 

bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilaung  • 

bei  halhiährlicher  V«  • ” 1047227,605 

bei  halbjährlicher  Verir"*""'^  jabriicher  Tilgung : 1047630,773,’ 

.1  erzinsung  u.  halbjährlicher  Tilgung : ,045607  083 

Die  Curse  stellen  sich  so: 

bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung. 

bei  balhjährlicher  Verzinsnn.,  ..  . 93,40023, 

bei  halbjährlicher  V erzinsung  u d l'^n  • ''’"g>”*g:  95,45340, 

erzinsung  und  halbjährlicher  Tilgung : 05,63800 

^insunH::  -litt  «-d  Ver- 

«nd  Verzinsung  folgt  und  die  t Ihr 

'-'•e  Ti|.„„.  die  n;*ü„4:;:  Verzi„n„„„  „,,d  4/: 

süCnoh  ™ deffi“,  l'f'nif "^5-"  "a.,,,  hnupl. 

- „ie.  „.,d  4h 

dureh  jährliche'4eiche*  Ah^’*'''''’  »oll 

«etilst  und  in  eine  slcichu  erfhVr“'''''"'''''  ' 

^y^ndelt  uerden.  Welches  ist  d 

ches  der  (]urs  ? ^ ^^»niverth?  Wel- 

A.  U f I (5  S n »1  fr  1 i . I • I 

l>a  hier  die  (ifeichnng  47  rl”  'f  ''“'T''  **'“• 

hat  man  dort:  ‘ ‘‘''“'endiing  koniiiit,  so 
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is:  = 5000000,  44  = 100000,  p = 5,  9 = 4,  w = 50, 

K . 0,0p  = 5000000 . 0,05 = 250000 , = —-««««« _ I 

zu  setzen  und  man  erhält  für  den  Nennwerth  : 

9)  Kl  = (350000 - 1 25000)  ~ . 50.125000 

0,04  + 1,045~ 

= 225000.21,4821846  + 62500  00. 0,1407126 
= 4833401,5388....  -f-  870453,8437 
= 5712045,2825.... 

Der  Curs  bestimmt  sich  hieraus  zu: 

t 

t 

101  100.5000000 

' ^=5712945..38..T.  = «^-3205-I, 

lg  500  000  0 00  = 8,6989700 
lg  5712945  = 6,7568600 

N.  1,9421 1W=  87,52054. 

Die  früher  hehandelten  Fälle  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen  beruhen  auf  den  gleichen  Elementen.  Ihr  Curs  stellt 
sich  viel  hoher.  Der  Grenzvverlh,  , reichem  sich  der  Curs  nähert 

f n''  n"^^’  '"'S®"  Route  übergeht.  In  diesem 

Falle  hat  man  1.  No.  2,  J.  47.  „=a.  und  da  hei  einer  elre 

Rente  keine  Tilgung  erfolgt,  .4=0  zu  setzen.  Es  ergibt  sich 
hieraus:  ” 

11)  r— — '««-9 

Ö70r/ 

niss  der  Zinsfusse  q:p,  „,e  diess  sein  muss,  denn  der  Cur« 
einer  5procentigen  Rente  stellt  sich,  wenn  sie  in  eine  4prott 

tige  reducirt  wird,  auf  = 80. 

o 

Die  Grenze  des  Neiimverthe»  einer  Rente  ist  in  dem  genann- 
ten  halle  nach  No.  2)  §.47.:  genann- 

^2)  Ki=kJ-, 

9 

oder,  wenn  100  statt  K geschrieben  wird. 


13) 


Kl  = 100.?^, 

9 
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nnd  ein  Staat,  der  eine  Sprocentige  in  eine  4procentige  Rente 

nm^ddt  Schuldschein  von  100  ein  Rentenkapital 

von  A,  — JOO.j  = 125  zu  notiren. 

Ber  stand  des  Corses  gibt  ein  «esentliches  Mnment  für  die 
• peculation  ab.  Er  kann  um  sn  niederer  gestellt  werden,  je  län- 
ger die  r.lgnngsaeit  dauert,  ln  diesen,  Falle  wird  gerade  die 

FiNe"  r.  r »«'Ion,  da  sieb  im  glücklicben 

steile  p”  i"'  vnllen  Wertbe 

weX  ' '‘'"S"""*''“  “'S"'"'  -oh 


§•  52. 

Fortsetzung. 

])  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  mit  4 Procent 
verzinst  und  durch  gleiche  Jahreszahlungen  in  30  Jah- 
ren getilgt  «erden.  Bei  üei.ernahme  derselben  »ird 
verlangt,  dass  sie  in  eine  gleich  vverthige  3,5pr  ocentige 
unigesetzt  werden  soll.  Welches  ist  der  Nennwert!. 

der  umgewandelten  Anleihe?  Welches  der  Curs? 

Auflösung.  Man  hat  nach  §.40.  zuerst  die  Grösse  der 
jährlichen  Zahlungssummen  in  dem  Zinsfusse  4 festzustellen 
und  wenn  diess  geschehen  ist,  sie  in  gleichwerthi.e  hei  dem’ 
Z.nsfuss  3,0  umzusetzen  Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung 
J hrlich,  so  hat  man  No.3)§.49.  anzuwenden  und  A’=  10000000 

ge^dt;  ^e:i'ltrf  ^o'- 

2)  A,  = 10000000.  SS • 

I - 1,04-3«  0,035 

mnnnnnn  18,3920454  , 

= 10000000.^^^^-^-  = 10636139, 

lg  10000000  =7,0000000 
lg  18,3920454  = 1,2646301 

8,2646;W1 
lg  17,2920333  =1,2378461 

N.  7,02W840=  10636139. 

Der  Curs  bestimmt  sich  nach  No.  8)  §.49.: 

3)  C=100.~':^Mi-.  17.2920333 

0,04  1 — 1,035-30  18,3920454 


= 94,01908, 


1 
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lg  1729,203-33 = 3,2378461 
lg  18,3920454=  1,2646301 

N.  1,9732160  = 94,01 908. 

4)  Die  in  No.  1)  genannte  Anleihe  soll  unter  densel- 
ben Voraussetzungen  durch  gleiche  halbjährliche  Zah- 
lungssummen getilgt  werden.  Welches  ist  der  Nenn- 
werth und  Curs  der  umgewandelten  Anleihe? 

Dm  diese  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man  No.  6)  §.49.  anzuwenden 
und  pi  =2,  = 1,75  zu  setzen.  Hiernach  erhält  man : 


5) 


— innnnnnn  ^ 1,0175  ®« 

‘ - «WÜÜOOO. , _ J 02-60-  ö;0175 

innnnnAA  36,9639855  _ 

= 10(100000.  = 10633784, 

lg  369639855  =8,5677785 
lg  34,7608867=  1,5410909 

N.  710266876=  10633784, 

und  es  ergibt  sich  ein  Vortheil  gegen  den  vorhin  gefundenen  Nenn- 
«erth,  der  sich  jedoch  als  unbedeutend  herausstellt,  aber  auch 
nur  nominell  ist,  denn  in  Wirklichkeit  hat  der  Staat  für  die  um- 
gewandelte Anleihe  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tihun«: 

- 10000000.0,04 

1,04-.^  =^^«300,9, 

und  bei  halbjährlicher: 

, 10000000.0,02 

= -T- 1,02-®~  = 287679,6, 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen  Summe  zu  zahlen,  und 
der  Vortheil  ist  in  Wirklichkeit  grösser. 

Der  Curs  bestimmt  sich  aus  §.  49.  No.  9): 


= 94,03996, 


0>l*5 34,7608867 

60  JUU. 


36,9639855 


lg  3476,08867  = 3,5410909 
lg  36,9639855  = 1,5677785 

N.  1,97331-24  = 94,03996. 

Soll  aber  die  obige  Anleihe  ln  50  Jahren  durch  gleiche  Zah- 
lungsleistungen getilgt  und  zu  dem  Ende  in  eine  3,5procentige 
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vervv^andelt  u erden,  so  ist  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tileung 
der  Nenim  erth  aus  No.  3)  §.49.:  ^ ^ 


7) 


a:,  = ] 0000000 . 

1-1,04-60  0,035 

- 23,4556179 

- ‘ «000000. = 10918640 


Der  Curs  bestimmt  sich,  wenn  gleichfalls  von  Ausführung  der 
Kechnung  abgesehen  wird: 


8)  C=100. 


1 — 1,04-50 


0,035 


21,4821846 


0,04 


■ rr-;, 03^50  = *««-23;iä§6T79 


= 91,58646. 


Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  durch  gleiche  Halhiahres- 
za  langen,  so  stellt  sich  hei  der  Umwandlung  der  Nennwerth  auf 


y) 


ATi  = 10000000.?^;^.^^-^ 

0,0175 


0,02 


1-1,02- 


100 


^ innnnnnn  47,0614730 
- lOOOOOOÜ.jg^j^gi^  = 1091 9550. 


Der  Curs  stellt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

10)  c=ioo. ' - 

0,02  1-1,0175-100 


43,0983516 

47;0614730 


= 91,57881. 


Hier  erscheint  der  Nennwert!,  der  halbjährlichen  Tilgung  (No  9)) 
grösser,  als  der  bei  jährlicher  (No.  7)).  Diess  ist  abe"  in  der  That 
nur  nominell,  denn  die  jährlichen  Zahlungssummen  für  die  redu- 
cirte  Anleihe  betragen  in  Wirklichkeit: 

i = 10000000 . = «502, 1 , 

die  halbjährlichen  : 

L,  = 10000000 . ^ 232027,5 , 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen.  Daher  ist  die  letzte 

pigungsvye.se  in  der  Wirklichkeit  vortheilhafter.  wenn  auch  der 

Nennvverth  etvyas  höher  erscheint.  Hiermit  stimmt  das  zu  No.  5) 
Gesagte  überein.  ■' 
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§.  53. 

Vergleichung  der  Wert  he  der  Anleihen  unter  einander 
bei  verschiedenen  Cnrsen  und  verschiedenen  Zins- 

fü  ssen. 

Werden  auf  Anleihen,  die  nach  einem  bestimmten  Tilgungs- 
plan in  einem  gegebenen  Zinsfusse  getilgt  werden  sollen,  Ange- 
bote mit  verschiedenen  Cursen  und  Zinsfüssen  gemacht,  so  han- 
delt es  sich  darum,  anzugeben:  Welches  das  vortheilhafteste 

Anerbieten  sei?  Die  Beantwortung  dieser  Frage  lallt  mit  der  Auf- 
gabe zusammen,  die  W’erthe  der  Anleihen  bei  verschiedenen  Cur- 
sen und  Zinsiüssen  mit  einander  zu  vergleichen. 

Aus  den  bisherigen  Vlittheilungen  leiten  sich  zur  Beantwor- 
tung der  vorstehenden  Frage  folgende  Methoden  ab: 

a)  Man  bestimme  zuerst  die  Nennwerthe,  welche  entstehen, 
wenn  die  fragliche  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  für  jeden  ein- 
zelnen Zinsfuss  der  verschiedenen  Anerbieten  verwandelt  wird; 
ferner  berechne  man  aus  den  angebotenen  Cursen  die  Nennwerthe, 
welche  erfordert  werden,  um  die  ausgebotene  Anleihe  zu  verwirk- 
lichen; dann  vergleiche  man  die  zwei  zusammengehörigen  Nenn- 
werthe eines  und  desselben  Anerbietens.  Die  hieraus  sich  erge- 
benden Unterschiede  werden  über  das  vortheilhafteste  Anerbieten 
entscheiden. 

b)  Man  bestimme  die  Grösse  der  jährlichen  Zahlungssummer., 
die  erforderlich  sind,  um  die  Anleihe  nach  den.  gegebenen  Til- 
gungsplane zurückzuzahlen,  und  vergleiche  diese  Werthe  unter 
einander.  Der  niederste  Werth  wird  das  vortheilhafteste  Aner- 
bieten bezeichnen.  Hiebei  wird  genügen,  nur  eine  Jahreszahlung 
aus  den  verschiedenen  Anerbieten  zu  bestimmen,  da  alle  übrigen 
bei  demselben  Tilgungsplane  unter  sich  in  dem  gleichen  Verhält- 
nisse  stehen. 

c)  Man  bestimme  die  Curswerthe,  welche  sich  für  die  aus- 
gebotene  Anleihe  ergeben,  wenn  sie  nach  den  vorliegenden  An- 
geboten in  eine  gleichw’erthige  für  die  vorgeschlagenen  Zinsfusse 
verwandelt  wird,  und  vergleiche  sie  mit  den  angebotenen  Cursen. 
Aus  den  sich  ergebenden  Differenzen  wird  sich  auf  das  vortheil- 
hafteste Anerbieten  schliessen  lassen,  denn  der  höhere  Curs  ist 
vortheilhafter,  als  der  niedrigere. 
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..  zn  Anwendungen  und  wählen  hierbei 

di:  R'!:rn!ng '^:Lt:r::""''  n.  „ei,  diene 


l 


1 


I 


I 


I 


5.  S4. 

Anwendung  der  in  §.53.  angegeheuen  Meihnden. 

die  11  lOOOOOOO  machen, 

tlh  e/  e^  I V”'''”:  inn.rhalh  60 

Jahren  getilgt  werden  soll  „nd  zu  5 Procent  al  pari 

aungebnten  wird.  Fnigende  Angebote  nur  UebernaLe 
werden  gemacht:  "«»nnie 

Curn^for.än.VlIw"'"'’'  i™ 

85  nfafnoo;”"''  '‘"'=  in.  Curse  vnu 

78  In  rooTuT  Curse  von 

I)  als  eine  Sprocentige  im  Curse  von  71  statt  100. 
Welches  ist  das  vo rt hei  I h a ftes te  Anerbieten? 


Auflösung  nach  der  ersten  Methode  für  das  Anerbie- 
ten von  A. 

Oer  Neunwerth  der  fraglichen  Anleihe  bestimnU  sich,  wenn 

ms"  h'rjSlLh'r'litu'gf™''"“'''  N"-3) 

2)  tr,  = 1 0000000 . . o,o6  _ 

0,045  1 — 1,05-00 

innnnnnn  ^9, 7620078 

- 10000000 . j8^5gg255=  10824980, 


lg  10^.  19,7620078  = 8,2958311 
lg  18,255925  = 1,2614039 

N.  7,03442^=:  10824980. 


Bietet  A 92.5  statt  100  bei  4,5  Procent,  an  braucht  der  Staat 
ein  Kapital,  dessen  Nennwerth  sich  zu 


100.10000000 

923 


= 10810810,8 


t 
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berechnet.  Aus  der  Vergleichung  mit  No.  2)  ergibt  sich  hieraus 
ein  Vortheil  für  den  Staat  von 

4)  >^=10824980  — 10810810=  14170. 

Auflösung  für  das  Anerbieten  von  ß. 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  4procentige  umge- 
setzt,  so  ist  der  Nennwerth: 

5)  iTi  = 10000000 . • 7—?-^ 

0,04  i_i^05-6ü 

21  48->1846 

= 10000000.  7230. 

lg  1 0^ . 2 1 ,482 1 846 = 8,3320783 
lg  18,2559255  =1,2614039 

N.  7,0706744  = 1 1767230. 

Da  A bei  4 Procent  85  statt  100  bietet,  so  braucht  der  Staat  zur 
Deckung  seine.s  Bedürfnisses  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 

„ 100.10000000  ^ 

6)  iTa  = ^11 764705,88 .... 


= 11764705,88..., 


Aus  der  Vergleichung  mit  No.  5)  ergibt  sich  ein  Vortheil  von 

7)  F = 1 1 767230  — 1 1 764706  = 2524. 

Auflösung  für  das  Anerbieten  von  C. 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  3,5procentige  ver- 
wandelt, so  ergibt  sich  für  dieselbe  ein  Nennwerth  von: 

8)  = looooooo . — 

0,035  1— K05-60 

innnnnnn  23,4556179 

= 10000000.  12848225, 

lg  105- . 23,4556179  = 8,3702470 
lg  18,2559255  =1,2614039 

N.  7^088431  = 12848225. 

Da  C 78  statt  100  bei  3,5  Procent  anbietet,  so  braucht  der  Staat 
zur  Deckung  seines  Bedürfnisses: 

Q.  „ 10000000.100 

9)  ^2  = = 1 282051 2,82. 


= 12820512,82. 


‘ ■ 
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Es  ergibt  sich  daher  ein  Vortheil  von 

E = 12848225—  12820313  = 27712. 

Auflösung  für  das  Anerbieten  v)»n  D. 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleich« erthige  3procenfige  ver«an. 
fielt,  so  ist  ihr  iNennwerth: 


11) 


Kl  = 10000000.^—^^*1-^ 

0,03  ]_  1,03-50 

— mnnnnn/i  23,7297640 

- isSiwg  = 

Igl0^25,729764  = 8,4104337 
lg  18,2359235  = 1,2614039 

rV.  7, 14903 E8  = 14093920. 

Bei  dem  Anerbieten  von  71  statt  100  bedarf  der  Staat  zur 
Deckung  seines  Bedürfnisses  ein  Kapital,  dessen  Nenmverth 

100^10000000 
71 


lOV  jr^  . lUUUUUUU 

«-)  K.= =14084507,04 

ist.  tiS  ergibt  sich  daher  ein  Vorfheil  von 

13)  F=  140U3920  — 14084507  = 9413. 

Die  gemachten  Anerbieten  ordnen  sich  daher  in  folgender  Weise: 
das  Anerbieten  von  C ge«  .ährt  einen  Vortheil  von  27713, 

14170, 
9413, 


99 


9* 


99 


99 


A 

D 


B 


99 

99 


^9 


99 


99 

99 


99 


99 


2524. 


•Aufl.-isung  ,1er  Aufgabe  nacb  4er  zueiten  Methode. 

Soll  eine  Anleihe  von  10000000  jährlich  durch  gleich  grosse 
Strurmeu  he,  5 Proceut  in  50  Jahren  getilgt  uerdeu,  so  L die 
jährlich  zu  zahlende  Summe: 

15)  L = 1 0000000 . = 547767,4 , 

lg  10000000  = 7,0000000 
lg  18,2.359233  = 1,2614039 

X.  577^961  =347767,4. 

Anerbieten  des  A.  Bei  einem  Curse  von  92,5  statt  100 
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bedarf  der  Staat  nach  No.  4)  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 
10810810,8....  und  muss  diese  Summe  zu  4,5  Procent  verzinsen 
und  tilgen.  Die  j'ährliche  Zahlungssiimme  beträgt  hierfür: 


16)  10810810,8. 


0,045 


1-1,045- 


50 


10810810,8 


lg  10810810,8  = 7,0338583 

lg  19,7620078  = 1,2958311 

N . 5,7.380272  = 547030,25. 


Anerbieten  des  B.  Bel  einem  Anerbieten  von  85  statt  100 
für  den  Zinsfuss  4 bedarf  der  Staat  zur  Deckung  seines  Bedürf- 
nisses nach  No.  6)  die  Nominalsumme  11764705,88.  Um  diese 
Summe  in  50  .Fahren  bei  4 Procent  zu  tilgen,  ist  die  jährliche 
Summe  nöthig : 


0,04  11764705,88 

17)  L — 11764703.  j_2  Q4— 5o — 21,4821846  •^‘1^04c,6, 


lg  11 764703  =7,0703811 

lg  21, 4821846  = 1,.3.320783 

N.  5,7385028  = 547649,6. 


Anerbieten  des  C.  Der  Staat  bekommt  78  statt  100  und 
bedarf  daher  nach  No.  9)  die  Nominalsumme  12820512,82...!  Diese 
hat  er  in  30  .lahren  bei  3,5  Procent  zu  tilgen.  Die  jährliche  Zah- 
lung beträgt  hiefür : 


18)  L = 


198)03108  — »3  _ 128203 12^8_ 

1 .8_05 1 -,8 . j _ 2 ()3g_5ü  — 23,45.361 79  “ ' 

lg  12820312.8  = 7, 1079054 

Ig23,4536179  = 1,3702469 

N.  5,7376583  = 346386,0. 


4 


') 

j 


4 


Anerbieten  des  D.  Statt  100  bekommt  der  Staat  71  und 
braucht  daher  zur  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Noniinalsumme 
14084507,04  nach  No.  12).  Diese  Summe  hat  er  in  30  Jahren  zu 
3 Procent  zu  tilgen.  Die  jährliche  Summe  hiefür  beträgt: 


19)  L = 14084307,04. 


0,03  _ 14084507,04 

r32763-5»~  25,7297640  “ 


347401,5, 


lg  14084507,0  = 7,1487417 
lg  23,7297640  = 1,4104337 


N.  5,7.383060=347401.5. 


* 


m 


I 

\ 


I 
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Nach  dieser  AufiJisung  ordnen  sich  die  Anerliieteri  wie  folgt. 
Die  jährliche  Ausgabe  beträgt 

bei  dem  Anerbieten  des  C:  .546586 

» » „ A:  547050,2 

» „ „ I):  547401,5 

» » >.  „ B:  547649,6 

bei  vollem  Werthe:  547767,4. 

Auflösung  der  Aufgabe  nach  der  dritten  Methode 
des  §.53.  für  das  Anerbieten  des  A.  Wird  die  5procentige 
Anleihe  in  eine  gleichwerthige  4,5procentige  verwandelt,  so  ist 
ihr  Curs  nach  No.  8)  §.49.: 


20)  C=  100. 


1 - 1,05- 
0,05 


50 


0,045 
1 - 1,045- 


6i>  — 


lÖO.  18,2559255 
19,7620078~ 


= 92,379, 


wie  sich  leicht  aus  den  VVerthen  von  No.  2)  berechnet.  A bietet 
92,5.  Hieraus  ergibt  sieb  ein  Vortheil  von 

‘^1)  V = 92,5  - 92,379  = 0,121. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Anwendung  der  Glei- 
chung No.  4)  §.  46. 

Anerbieten  des  B.  Der  Curs  der  vorstehenden  Anleihe, 
wenn  .sie  in  eine  gleichwerthige  4procentige  verwandelt  wird,  be- 
stimmt sich  zu : 


C=100. 


1 — 1,05-so 
0,05 


0,04  _ 1 00 . 18,2559255 

1 — 1 ,04-60  — 21 ,4821846~ 


= 84,9817. 


B bietet  85.  Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil: 

23)  85—84,9817  = 0,0183. 

Anerbieten  des  C.  Der  Curs  für  die  Anleihe,  wenn  sie 
in  eine  3,5procentige  umgesetzt  wird,  bestimmt  sich  zu: 


24)  C=100. 


1 — 1,05-60  0,035 


0,05  ’I—ROM^o 


100.18,25592.55 

23,4556179“ 


= 77,8318. 


C bietet  78.  Der  Vortheil  ist  daher: 


23)  F = 78  - 77,831 8 = 0, 1682. 


t 
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.\nerbieten  von  I).  Der  Curs  für  die  Anleihe,  wenn  sie 
in  eine  3procentige  verwandelt  wird,  bestimmt  sich  zu: 

^ 1_  1,0.5-60  0,03  1 00.18,2559255 

26)  C=100.  1_  1,03-60-  25,7297640 

= 70,95261. 

D bietet  71.  Hieraus  ergibt  .sich  ein  Vortheil  von: 

27)  F = 71  —70,95261  = 0,04739. 

Hiernach  ordnen  .sieb  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 

.Anerbieten  des  C:  0,1682, 

„ At  0,121, 

„ D:  0,0473, 

„ B:  0,0183. 


A'ergleieht  man  nun  die  auf  die  drei  Alethoden  gefundenen 
Resultate,  so  führen  sie  sämmtlich  zu  derselben  Aussage,  dass 
C das  vortheilhaftesfe  Anerbieten  mache.  Die  beiden  ersten  Me- 
thoden heben  das  Resultat  stärker  hervor,  als  die  dritte.  Sie 
empfehlen  sich  daher  als  die  zweckmässigeren. 

Da  namentlich  die  Ciirsbestimmung  der  Staatspapiere  eine 
praktische  Bedeutung  hat  und  der  Zinsfuss  5 oder  4,5  bei  ihnen 
an  der  Börse  durchschnittlich  als  Basis  dient,  so  soll  noch  fol- 
gender Fall  hier  betrachtet  werden,  wobei  jedoch  nur  das  Resul- 
tat der  Rechnung  angegeben,  die  Zwischenrechnung  aber  der 
Kürze  wegen  übergangen  wird. 


■J 


1 

i 


§.  55. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  zu  4,5  Procent  auf- 
genommen und  in  50  Jahren  durch  gleiche  Jahreszah-  | 

jungen  getilgt  werden.  Sie  wird  al  pari  ausgeboten. 

A bietet  92  statt  100  bei  4 Procent;  B 84,5  statt  100  bei 
3,5;  C 77  statt  100  bei  3 Procent.  Welches  ist  das  vor- 
theil ha  fteste  .Anerbieten? 

Auflösung  nach  der  ersten  Methode  für  das  Aner- 
bieten von  A.  Wird  die  .Anleihe  in  eine  gleichwerthige  bei 
4 Procent  verwandelt,  so  bestimmt  sich  der  Nennwerth  zu: 

15* 
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2)  = 

21,4821816 

= '®*‘'®«»OIw5Ö078  = 10870440. 

Der  Staat  bedarf  zur  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Nominal- 


summe : 


100.10000000 

3)  K^  = =10869565,2. 

Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheii  von 

4)  F=  10870440  — 10869565  = 875. 

Anerbieten  des  B.  Für  die  Umwandlung  der  Anleihe  in 
eine  gleicbwerthige  .3,5procentige  ergibt  sieb  ein  Nennwerth  von 

5) 

= 10000000.“!  = ,,869050. 

Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  B die  Nominalsumme  von 

^ 100.10000000  „„„  „ 

= 11834319.5. 

Es  ergibt  sich  ein  Vortheil  von: 

7)  F = 1 1869050  - 1 1 834320  = 34730. 

Anerbieten  des  C.  Der  Nennwerth  der  Anleihe,  wenn  sie 

in  eine  gleicbwerthige  3procentige  umgewandelt  wird,  bestimmt 
sich  zu : 

8)  Kl  = 10000000. 

0,03  1 — 1,045-50 

— innnnnno  25,7297640  _ 

= 10000000.j^^20D78  = *'^019810. 

Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  C die  Nominalsumme  von 

QN  lOO.lOOOOOOO 

9)  ^2= Yl = 12987012,98. 

Der  sich  ergebende  Vortheil  ist: 

10)  V = 13019810  - 12987013  = 32797. 

Es  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 
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Anerbieten  des  B bei  3,5  Proc. : 34730, 

„ c „ 3 „ 32797. 

A 4 ..  875. 


Auflösung  nach  der  zweiten  Methode  durch  Verglei- 
chung der  jährlichen  Tilgungssummen. 

Zur  Tilgung  der  Anleihe  im  vollen  Werthe  wird  folgende  jähr- 
liche Summe  erfordert: 

0,045  10000000 

11)  i=io«ioooo.j;::-,-j5^=j5;j^78=^^ 

Anerbieten  des  A.  Zur  Tilgung  der  Anleihe  nach  dem 
Anerbieten  des  A bedarf  der  Staat  jährlich  folgender  Summe: 

12)  i = 10869563,2 . = 2P82  fäjg  = ä»“'->8«  A 

Anerbieten  des  B.  Hiefür  bedarf  der  Staat  folgender 
jährlichen  Summe: 

0,035  11834319,5 

13)  L = 1 1834319,5 . i_  jo35-5<>“*  23,4556179 

Anerbieten  des  C.  Der  Staat  bedarf  hiebei  jährlich  fol- 
gender Summe : 

0,03  12987012,9  ^ 

14)  L = 12987012.98 . j— j^ß-so — 25,7297640  “ 

Hiernach  ordnen  sich  die  jährlichen  Zahlungssummen  in  fol- 
gender Weise.  Der  Staat  bedarf  jährlich  bei  dem 

Anerbieten  des  B bei  3,5  Procent:  504540,9, 

„ C „ 3 „ 504746,8, 


ira  vollen  Betrage  bei  4,5 


505980,6, 
506021 ,3. 


Auflösung  nach  der  dritten  Methode  durch  Verglei 
chung  der  Curswerthe. 

Anerbieten  des  A.  Der  Curs  bestimmt  sich  durch  Um 
Setzung  der  Anleihe  in  eine  gleicbwerthige  4procentige  zu 


44444  1 — 1,045-50  0,04  _ 100.1 

15)  C=100.  pjg  1-1,04-50—  21, 

= 91,9923. 

A bietet  den  Curs  92  an.  Der  Vortheil  beträgt: 


100.19,7620078 

21.4821S46 


I 
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^ r=  92  - 91 ,9923  = 0,0077. 

Anerbieten  des  B.  Der  Curs  stellt  sich  bei  der  Umwand- 
lung der  Anleihe  in  eine  3,5procentige  zu : 

17)  C=  100.  100. 19,7620078 

0,045  ‘ i -1,035-*«  ~ 23,4556179 

= 84,29158. 

Der  Vortheil  ist,  da  B den  Curs  84,5  bietet  : 

^8)  r= 84,5  — 84,29158  = 0,20842. 

Anerbieten  des  C.  Der  Curs  stellt  sich  hei  der  Umwand- 
lung der  Anleihe  in  eine  3procentige  zu: 


19)  C=100. 


1 — 1,045- 


0.03  _ 100. 19,7620078 


0,045  ■ 1 _ 1,03-00  — 25,7297640 


= 76,8060. 

B bietet  den  Curs  77.  Der  Vortheil  ist: 

-0)  F=  77  - 76,8060  = 0, 1 94. 

Hiernach  ordnen  sich  die  gemachten  Anerbieten  in  derselben  Weise 
wie  Irüher.  B macht  das  vortheilhafteste  Anerbieten. 

Die  Tilgung  der  Staatsanleihen  umfa.^st  in  der  Regel  keinen 
langeni  Zeitraum  als  50  Jahre.  Nur  bei  Eisenbahn-Anleihen  kom- 
men Tilgungsplane  von  längerer  Dauer  (bis  zu  90  und  100  Jahren) 
vor.  Häher  sind  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen 

be  “b^^T  1 Allgemeinen  als  Anhaltpunkte 

' eder  " 7 ff  i«  irgend  einem 

niedern  Zinstuss  (r/)  verzinst  werden,  und  ihrer  Curswerthe  zu 

dienen,  wenn  hiebei  der  Zinsfuss  5 oder  4,5  als  Basis  der  Ver- 

rZs  R f u ‘l-  Tilgungszeit  hebt  sich 

der  Curs.  Bei  dem  Schluss  derselben  geht  er  in  den  vollen  Werth 

u^ber.  Nimmt  man  nun  das  Schlussjahr  der  Tilgungszeit  (also  eine 
Tilgungszeit  von  einem  Jahre)  in  die  Betrachtung  auf,  so  hat  man 
zur  Bestimmung  des  Curswerthes  eines  t,  Procente  tragenden 
Schuldscheines  von  100  in  Beziehung  auf  den  Zinsfuss  p für  die 
Iiau6r  6IH6S  Jahres  folj^ende  Formel  i 

Benutzt  man  dieselbe  und  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Resultate,  so  erhält  man  folgende  Zusammen- 
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Stellung,  worin  die  Curswerthe  der  in  verschiedenen  Zinsfüssen 
zu  verzinsenden  Papiere  für  die  Tilgungsdauer  von  einem  und 
von  50  Jahren  und  einer  ewigen  Rente  auf  den  Zinsfuss  5 und 

4,3  bezogen  sind. 


Wen  II 


W e n I) 


der  Zinsfuss  5 als  Basis  der  Verzinsung  dient: 


Zinsfuss. 

Curswerth  für 
die  Tilgungszeit 
von  1 Jahr 
(Sehlussjahr  der 
Tilgung). 

Curswerth  für 
eine  Tilgungs- 
zeit von  50 
Jahren. 

Curswerth 
einer  ewigen 
Rente. 

4,5 

99,6238  1 

92,379 

90 

4 

99,0479 

84,9817 

80 

3,5 

98,5714 

j 77,8318 

70 

3 

98,0952 

1 70,9526 

60 

er  Zinsfuss  4,5  als 

Basis  der 

V e r z i n s u n 

4 

1 99,5215 

91,9923 

88,8888 

3,5 

99,1387 

84,2915 

77,7777 

3 

98,5645 

76,8060 

66,666 

I 


§.  56. 

Die  grossherzoglich  badische  Anleihe  vom  Jahre  1842. 

Da  es  hauptsächlich  darauf  ankommt,  die  Art  und  Weise  ken- 
nen zu  lernen,  wie  die  Werthherechnung  der  Staatsanleihen  durch- 
zuführen ist,  so  wählen  wir  hiezu  die  grossherzoglich  badische 
Anleihe  vom  Jahre  1842  im  Betrage  von  12  Millionen  Dulden  und 
die  königlich  preussische  vom  Jahre  1859  im  Betrage  von  30  Mil- 
lionen Thaler  zur  nähern  Betrachtung. 


Die  Grösse  der  Anleihen  ist  in  der  Regel  gleichgültig,  denn 
es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Feststellung  des  Tilgungsplans 
und  des  Curses  und  die  sich  daran  schliessenden  Consequenzen. 
Es  werden  daher  solche  Summen  gewählt  werden,  welche  die 
Rechnung  erleichtern,  wie  z.  B.  10000000,  denn  die  Reduction  auf 
den  wirklichen  Werth  und  Stand  der  Schuld  ergibt  sich  hieraus 
leicht  durch  eine  einfache  Multiplikation.  Wird  nämlich  die  runde 
Zahl  10000000  statt  12000000  oder  jeder  andern  gewählt,  und  wird 
der  Tilgungsfonds,  Stand  der  Schuld  und  Zahlungssumme  hier- 
nach festgestellt,  so  ergeben  sich  die  bezüglichen  W’erthe  für  die 
Anleihe  von  12000000  durch  eine  Multiplikation  mit  1,2  ganz  leicht. 


Aufnahme  und  Tilgung  ,1er  badischen  Anleihe  von  12 
Mdhonen  ,st  durch  das  Gesetr  vom  10,  September  18-12  bestimmt. 
Die  liierher  sehongen  Bestimmungen  sind  folgende: 

''  ” Anlehen  ist  durch  der.  Verkauf  von  3,5-  oder 
procentigen  auf  den  Inhaber  lautenden  und  von  Seiten  der  Gläu- 
b.ge  unau  kündbaren  Partial-Obligationen  zu  machen.  Die  Zinse 
» erden  halbjährlich  bezahlt  und  können  nach  Wahl  der  Cre- 
ditoren  be.  allen  grossherzoglicheu  Staatskassen  oder  in  Frankfurt 
bei  dem  damit  betraut  werdenden  Banquier  erhoben  werden.“ 

TU  allmäligen  Heimzahlung  des  Anlehens  wird  ein 

1 dgungsfonds  festgesetzt,  der  gleich  im  ersten  ./ahre  wenigstens 
ein  halbes  Procent  des  Kapitals  betragen  und  bis  zur  vollstän- 

Betrug" 

diireh^'ö-  “ Artikel  enthalten  die  Gewährleistung  der  Schuld 
fonö^  Landstande,  Bestimmungen  über  Dotirung  des  Tilgungs- 

f.ihr'*'  Zahlungsfähigkeit,  so  wie  die  Durfh- 

ung  ( es  mit  den  Landständen  hierüber  vereinbarten  Gesetzes. 

Die  Bedingungen,  worauf  der  C.dcul  ruht,  sind  hiernach  - die 

Anleihe  kann  zu  4 oder  3,5  Procent  begeben  werden'  dirZinse 

«erden  halbjährlich  bezahlt;  die  Tilgung  geschieht  jährlich-  der 

Tilgungsfonds  beträgt  am  Ende  des  ersten  Jahres  / und  wichl 
jährlich  um  6 Procent.  ««tchst 

Setzt  man  nun  der  bequemem  Rechnung  wegen  die  Grösse 
der  Anleihe  zu  10  Millionen,  so  kommen  die  Sätz^e  des  6 39  in 
Anwendung.  Die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  ist  daher’: 

L = 1 0000000 . 0,005  = 50000 , 

die  des  rten  ist: 

. 1,0m;^-i  = 50000. 1, 06^-1. 

Die  Grösse  der  am  Ende  des  rten  oder  Anfang  des  tr+Dten 
.lahies  gezahlten  Schuld  ist  nach  No.  3)  §.39. ; 

G,  = 50000. 


i)er  Stand 
inenden  ist 


der  Schuld  an.  Ende  des  rten  oder  Anfang  des  fol- 
nach  No.  b)  §.  39. : 

Sr  = 1 0000000  - 500(M ) J , 

0,06 


4) 


pny  

I 
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Zahl 

der 

Jahre. 

Tilgungs- 

Summe. 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden. 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
j Anfang  des  folgenden. 

27 

227469,148 

3185288,282 

6814711,718 

28 

241 1 17,297 

3426405,579 

6573594,421 

29 

255584,335 

3681989,914 

6318010,086 

30 

270919,395 

3952909,309 

6047090,691 

31 

287174.558 

4240083,867 

i 5759916,133 

32 

304405,032 

4544488,902 

5455511,098 

33 

322669,334 

4867158,233 

5132841,767 

34 

342029,494 

5209187,727 

4790812,273 

35 

362551,264 

5571738,994 

4428261,006 

36 

384304,339  ! 

5956043,330 

4043956,670 

37 

407362,600 

6363405,930 

3636594,070 

38 

431804,356 

6795210,285 

3204789,715 

39  1 

457712,617 

7252922,903 

2747077,097 

40 

485175,374 

7738098,277 

2261901,723 

41  ! 

514285,897 

8252384,178 

1747615,822 

42  j 

545143,051 

8797527,228 

1202472,772 

43  1 

577851,634 

9375378,862 

624621,138 

44 

612522,732 

9987901,594 

12098,406 

45 

12098,406  1 

10000000 

Da  nun  die  Anleihe  als  eine  4procentige  begeben  (die  auch 
in  eine  3,5proeentige  umgewandelt  werden  kann),  halbjährlich  ver- 
zinst und  jährlich  getilgt  wird,  so  berechnen  sich  die  Summen, 
welche  in  den  verschiedenen  Halbjahren  zu  zahlen  sind,  nach 
folgenden  Formeln: 

8)  L2r-l  = Sr-1.0,0pi  und  L2r  = Sr-l.0,0pi-\-Tr. 

Wir  steilen  sie,  um  Kaum  zu  ersparen,  in  folgender  Weise,  ge- 
trennt von  der  Tabelle  No.  7),  zusammen: 


9) 


Halb- 

jahr. 

Zahlungs- 

summe. 

Halb- 

jahr. 

Zahlungs- 

summe. 

1 

200000 

13 

! 193024,681 

'■) 

250000 

14 

263950,636 

3 

199000 

15 

191606,162 

4 

! 252000 

16 

266787,675 

5 

197940 

T7 

i 190102,532 

6 

254120 

18 

1 269794.935 

7 

196816,4 

19 

188508.684 

8 

256367,2 

20 

272982,632 

9 1 

195625,384 

21 

186819,205 

10 

258749,132 

22 

276361,590 

11  , 

194362,907 

23  i 

185028,357 

12 

261274,186 

24  i 

279943,285 
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Halb-  Zahlungs-  Halb-  Zahlungs- 
jahr. summe.  jahr.  summe. 

~25  183130,059  58  ^7056,223 

96  283739,882  59  126360,202 

27  181117,862  60  397279,597 

98  287764,275  61  120941,814 

9g  178984,934  62  408116,372 

m '292030,132  63  115198,323 

31  i 176724,030  64  419603,354 

39  296551,939  65  109110,922 

3.3  i 174327,472  66  ! 431779,556 

34  S 301345,056  67  j 102656,835 

35  171787,120  68  44-4686,329 

36  306425,759  69  95816,245 

37  169094,347  70  458367,509 

38  311811,305  71  88565,220 

39  166240.008  72  472869,559 

40  317519,983  73  80879,133 

41  163214,409  74  488241,733 

4>  323571,182  75  72731,881 

43  160007.273  76  504536,237 

44  329985,453  77  64095,794 

45  156607,710  78  521808,411 

46  336784,581  79  54941,542 

47  15300-4,172  80  540116,916 

48  343991,655  81  45238,034 

49  149184,423  82  557523,931 

50  351631,155  83  34952,316 

51  145135,488  84  580095,367 

52  359729,024  85  24049.455 

53  140843,617  86  601901,089 

54  368312,765  87  12492,422 

55  136294,234  88  625015,154 

56  377411,531  89  241,968 

57  131471,888  90  12340,374 


Diese  Anleihe  wird  durch  steigende  Summen  zurückgezahlt. 
Die  beiden  Summen  des  ersten  Jahres  betragen  450000,  die  des 
20sten  483759,991,  die  des  44sten  637507,576,  die  des  45sten  Jah- 
res die  Restschuld  mit  12098,406  sammt  Zinsen. 


Der  Tilgungsplan  kann,  wie  sich  von  selbst  versteht,  nicht 
in  der  Strenge,  wie  ihn  der  Calcul  vorschreibt,  eingebalten  wer- 
den, denn  die  Schuldscheine  werden  gewöhnlich  in  runder  Summe 
von  wenigstens  100  ausgegeben  und  müssen  daher  auch  in  die- 
sen Summen  zurückgezahlt  werden.  Die  Tilgungssummen  der 
Tabelle  No.  7)  müssen  hiernach  modificirt,  also  zu  einer  runden 
Summe  von  100  ergänzt  oder  vermindert  werden.  Dadurch  wer- 
den auch  die  Zahlungssummen  in  No.  9)  in  etwas,  aber  nur  unbe* 
deutend  geändert,  so  dass  der  Tilgungsplan  im  Wesentlichen  keine 


i I 


t I 


t 

I 


i 


Abänderung  erleidet.  Das  Gesetz  vom  lü.  September  1842  wird 
dadurch  nicht  alterirt. 


§.  57. 

Umwandlung  dieser  Anleihe  in  eine  gleich werthige 
3,5procentige  und  Bestimmung  ihres  Nennwerthes  und 

Curses. 

Da  nach  dem  bezüglichen  Gesetze  diese  Anleihe  auch  als  eine 
3,5procentige  aufgenommen  werden  kann  (sie  wurde  als  solche  be- 
geben), so  fragt  es  sich:  wie  stellt  sich  in  diesem  Falle  ihr  Nenn- 
werth und  Curs.  Der  Tilgungsplan,  wie  er  in  No.  7)  und  No.  9)  §.56. 
für  diese  Anleihe  angegeben  wurde,  bleibt  auch  für  die  umge- 
wandelte  Anleihe  in  Kraft. 

Bei  der  Umsetzung  in  eine  3,5procentige  kommen  die  in  §.  48. 
angegebenen  Resultate  zur  Anwendung.  Da  aber  n keine  ganze 
Zahl  (No.  6)  §.56.)  bedeutet,  so  hat  man  die  Restschuld  in  Rech- 
nung zu  bringen.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich,  die 
Tilgung  jährlich.  Man  hat  daher  die  Gleichung  No.  7)  §.  48.  zu 
benutzen  und  ^=10000000,  J = 50000,  io=6,  p^=2,  f/i  = \,75, 
n = 44  und  544=12098,406  zu  schreiben.  Hiernach  entsteht; 


1)  Ai  = 


nnnoftntM»  nn-  . 50000.0,02  1 -1,0175-8« 

(1000000U.0.02+  — 


1,0644 

. rrnnnn  50000.0,02.2,0175,  1,017588 
+ (^50000 pg- > 


1 


1,06-  1,01752 


^2098,406 
+ 1,017588  • 


Nun  ist : 


also : 


lgl,0644  = 1,1134581, 
lg  1,017588  = 0,6630288 

N . 0,4504293= 2,821 1 699 , 


1,0644 

1,017588 


- 1 ==1,8211699. 


Werden  nun  die  in  No.  1)  angezeigfen  Werthe  eingeführt  und  be- 
rechnet, so  erhält  man  hieraus: 
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650000  , 16375.1,8211699  12098,406 

^ • ^4,  / 282444  + — o;(j^9375  + 4,6028707  ’ 

lg  16375=4,2141813 

lg  1,8211699 =0,2603504 

4,47453T7 

I s 0,02469375 = 0,3925870 — 2 

N.  6,0819447  = 12076-32,1 , 

lg  12098,406 =4,0827282 
lg  1,017588 =0,66.30287 

N.  3,4 1 96995  = 2628,448. 


Hiernach  ist  der  gesuchte  Nennw^rth  der  in  eine  3,5procentige 

t 

umgewandelten  Anleihe: 

2)  Ä'i  =969111 9,623  -f  1 207632, 1 + 2628,448 

= 10901380,171. 

Der  Curs  bestimmt  sich  zu: 


100. 1000000 

10901380,17 


= 91,7315, 


lg  100 . 10000000  = 9,0000000 

lg  10901380  = 7,0-374815 

N.  1,9625185  = 91,7315. 


Nach  einer  Bekanntmachung  des  grossherzoglich  badischen 
Finanzministeriums  vom  24.  Oktober  1842  wurde  die  Eisenbahn- 
Anleihe  von  12  Millionen  Gulden  an  die  Bankhäuser  M.  A.  von 
Rothschild  und  Söhne,  Johann  Goll  und  Söhne  zu  Frankfurt 
a.  M.  und  S.  von  Haber  und  Söhne  zu  Karlsruhe  dem  Verneh- 
men nach  im  Curse  von  92  in  3^procentigen  Partial -Obligationen 
überlassen  und  hievon  eine  dem  Bedürfnisse  für  die  Budgetperiode 
entsprechende  Summe  von  6600000  Gulden  aufgenommen,  welche 
vom  1.  Januar  1843  an  verzinst  wird. 


Die  Anleihe  wurde  hiernach  zu  günstigem  Bedingungen  be- 
geben, denn  der  Nennwerth,  welcher  diesem  Curse  entspricht,  ist: 


r..  _ 100. 10000000 

— 9-2 


= 10869565,217. 


Der  Vortheil,  welcher  sich  bei  dieser  Begebung  für  den  Staat 
ergibt,  stellt  sich  auf: 

V = 10901380,171  - 10869565,21  =31814,96. 


5) 


t 

■^1 


Dieser  Gewinn  ist  jedoch  bei  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
nicht  sehr  bedeutend,  und  es  fragt  sich,  ob  es  nicht  vortheilhaf- 
ter  gewesen  wäre,  hierauf  zu  verzichten  und  das  Kapital  im  vol- 
len Wertbe  zu  4 Procent  aufzunehmen,  wie  das  Gesetz  voraus- 
gesehen hat,  weil  inimer  noch  die  Möglichkeit  vorhanden  gewesen 
wäre,  in  späterer  und  zu  günstiger  Zeit  den  Zinsfuss  von  4 auf 
3.5  herabzusetzen,  wie  diess  in  ähnlichen  Fällen  schon  früher 
geschah. 

Diese  Anleihe  findet  sich  auch  in  meiner  Theorie  der  Lotterie- 
Anleihen  behandelt.  Dort  ist  jedoch  eine  viel  zusammengesetz- 
tere Formel  zur  Werthberechnung  angegeben,  wodurch  die  ohnehin 
schon  mühevolle  Arbeit  noch  mühevoller  wird.  Hieraus  erklärt 
sich  auch  die  kleine  Differenz  zwischen  dem  dort  aufgefundenen 
Resultate  und  dem  hier  gegebenen,  was  wohl  von  der  Rechnung 
mit  Logarithmen  herrührt,  die  in  der  hier  gegebenen  Formel  theil- 
weise  umgangen  ist. 

Würde  die  Anleihe  durch  gleiche  jährliche  Summen  verzinst 
und  getilgt  werden,  so  würde  sich  der  Nennwerth  und  Curs  nach 
§.49.  No.  3)  und  No.  8)  auf  folgende  Weise  bestiimnen: 


H) 


Kl  = lOOüOOOü. 


1 — 1,04-44 

_ 10000000.22,2827910 
— 20,5488413 

lg  1 OL  22,28279  = 8,3479696 
Ig20,548841  = 1,31 27873 


1 — 1,035-44 
0,035“ 

= 10843820 


7)  C = 


1 I 04-44 

100  - - 

0,04  ■ 1 


N.  7,0351823=10843820 

0,035  100.20,5488413 


1,935-44  - 22,2827910 


= 92,21842, 


lg  100.20,5488413  = 3,3127873 

lg  22,2827910  = 1,3479696 

No.  1,9648177  = 92,21842. 

In  diesen»  Falle  wäre  für  die  Anleihe  weniger  geboten  wor- 
den. Die  Differenz  zwischen  beiden  Cursen  ist  jedoch  nicht  sehr 
bedeutend,  und  der  Curs  bei  gleichen  Zahlungssummen  stellt 
sich  etwas  höher,  als  in  dem  oben  angegebenen  Falle,  wo  die 
Tilgung  durch  steigende  Summen  bewirkt  wird.  Der  Werth  des 
Curses  wird  übrigens  bei  gleichen  Zablungssummen  am  leichte- 
sten gefunden.  Will  man  die  bequemere  Rechnung  benutzen,  so 


i 


\ 
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kann  diess  geschehen.  Man  wird  dann  immer  einen  annähernden 
Werth  erhalten  und  durch  ein  schickliches  Ab  - und  Zugeben  aui 
den  richtigen  Werth  schliessen  können,  je  nachdem  die  Tilgung 
rascher  oder  langsamer  (wie  bei  der  badischen  Anleihe)  erfolgt. 


§.  58. 

Die  königlich  prenssische  Anleihe  vom  .fahre  1859. 

Die.se  Anleihe  ist  nach  der  Gesetzsammlung  für  die  königlich 
preussischen  Staaten  No.  19)  S.  277.  durch  folgendes  Gesetz  fest- 

gestellt : 

„Auf  Ihren  Antrag  vom  27.  d.  M.  genehmige  Ich,  dass  in 
GemLssheit  des  Gesetzes  vom  21.  Mai  d.  J.  betreffend  den  aus- 
serordentlichen Bedarf  der  Militär-  und  Marine-Verwaltung  (Gesetz- 
Sammlun«^  S 242.)  eine  Staatsanleihe  von  dreis.sig  Millionen  Thaler 
aufgenon.men  werde.  Die  Anleihe  ist  in  Schuldverschreibungen  über 

fünfzig  Thaler, 
einhundert  ,, 
zweihundert  ,, 
fünfhundert 
eintausend 

auszu<-eben,  mit  fünf  Procent  jährlich  am  2.  Januar  und  1.  Juli 
jedes 'jahres  zu  verzinsen  und  vom  1.  Januar  1863  an  mit  Einem 
Procent  des  Gesaimntkapitals,  so  wie  mit  dem  Betrage  der  durch 
die  Amortisation  ersparten  und  der  präcludirten  Zinsen  zu  tilgen. 

Dem  Staate  bleibt  das  Recht  Vorbehalten,  den  Tilgungsfonds 
vom  1.  Januar  1870  ab  zu  verstärken,  wogegen  derselbe  niemals 
verringert  werden  darf.  Ich  ermächtige  Sie  hiernach,  die  weitern 
Anordnungen  zur  Ausführung  der  Anleihe  zu  treffen. 

Dieser  Mein  Erlass  ist  durch  die  Gesetzsammlung  zur  öffent- 
lichen Kenntniss  zu  bringen. 

Berlin  den  28.  Mai  1859. 

Im  Namen  Sr.  Majestät  des  Königs 
Wilhelm,  Prinz  von  Preussen,  Regent. 

An  den  Finanzminister  von  Patow. “ 

Zwei  weitere  Bekanntmachungen  von  demselben  Tage  ordnen 
die  Heimzahlung,  die  Sicherstellung  des  Tilgungsfonds  für  diese 
mit  den  beiden  Häusern  des  Landtags  vereinbarten  Gesetze  u.  s.  w. 
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Hiernach  beruht  die  VVerthberechnung  dieser  Anleihe  auf  fol- 
genden Bestimmungen : der  Tilgungsfonds  des  ersten  Jahres  be- 
trägt ein  Procent  der  Anleihe,  er  steigt  mit  jedem  Jahre  um  fünf 
I rocent,  da  die  Zinsen  der  gezahlten  Tilgungssumme  demselben 
zugeschlagen  werden.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich,  die 
Tilgung  jährlich.  Die  zufälligen  Erhöhungen,  welche  dem  Til- 
gungslonds  jeweils  etwa  zufliessen,  sind  zum  V oraus  nicht  zu 

bestimmen  und  können  daher  nicht  in  den  Calcul  aufgenommen 
werden. 

Die  Anleihe  wurde  bekanntlich  im  Curse  95  statt  100  zur 
öffentlichen  Befheiligung  ausgeboten. 

Nach  diesen  Bemerkungen  linden  die  in  §.  48.  aufgestellten 
Sätze  auf  diese  Anleihe  Anwendune. 

Die  Tilgungssumme  des  ersten  Tilgungsjahres  beträgt: 

1 ) A=  30000000 . 0,01  = 300000. 

Die  Tilgungssumme  am  Ende  des  rten  Jahres  beträgt: 

2)  ^r  = 300000. 1,05'-!. 

Die  Grösse  der  am  Ende  des  rten  oder  zu  Anfang  des  (r-f-l)ten 
Jahres  getilgten  Schuld  erhebt  sich  auf: 

3)  Gr  = 300000.^^^-. 

U^U5 

Die  Grösse  der  nach  r Jahren  noch  zu  tilgenden  Schuld  ist: 

4)  Sr =30000000  - 300000. 

U,U5 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  4),  wenn  Sr  = 0 gesetzt  wird. 
Hieraus  erhält  man: 


1,05« -J  _ 30000000 
Ö7Ö5  ~ ‘3ÖOOOO 


und  aus  den  Tafeln  eine  Zeit  von  nahe  37  Jahren,  oder: 


lg (100. 0,05  + 1) _ lg 6 _ 0,7781 5 1 3 
lg  1,05  lg  1,05  ~ 0,0211893  - 

IgO,778I513  = 0,8910641  - 1 
lg0,0211893  = 0;3261167— 2 

N.  1,5649474^^6,72377. 


In  37  Jahren  wird  also  die  Anleihe  getilgt  sein.  Die  Art,  wie 
die  Tilgung  geschieht,  ist  aus  der  nachfolgenden  Tafel  ersichtlich. 


L 


Jahr. 

Grösse  der  Tilgungs- 
summe  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden. 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfänge 
des  folgenden. 

Stand  der  Schuld  u 
Ende  des  Jahres  od( 
Anfänge  des 
: folgenden. 

1862 

300000 

300000 

29700000 

1863  i 

315000 

61 5000 

29385000 

1864  ' 

330750 

945750 

29054250 

1865  1 

347287,5 

129.3037,5 

28706962,5 

1866 

1 

364651,875 

1657689,375 

28342310,625 

1867 

382884,4689 

2040573,8439 

27959426,1561 

1868 

402028,6920 

2442602,5359 

27557397,4641 

1869 

422130,1269 

28647.32,6628  i 

271.35267,3.372 

1870 

443236,6332 

3307969,2960 

26692030,7040 

1871 

465398,4648 

3773367,7608  ! 

262266.32,2392 

lv872 

488668,3878  ^ 

4262036, 1 486 

25737963,8514 

1873 

513101,8074 

47751.37,9560 

2.5224862,0440 

1874 

538756,8978 

5313894,8538 

24686105,1462 

1875 

565694,7429 

5.879589,5967 

24120410,4033 

1876 

593979,4797 

647.3569,0764 

23526430,9236 

1877 

623678,4540 

7097247,5.304 

22902752,4696 

1878 

654862,3764 

7752109,9068 

22247890,0932 

1879 

687605,4954 

8439715,4022 

21560284,5978 

1880 

721985,7702 

9161701,1724 

20838298.8276 

1881 

758085,0585 

9919786,2.309 

20080213,7691 

1882 

795989,3115 

1071577.5,5424 

19284224,4570 

1883 

835788,7770 

11551564,3194 

18448435,6806 

1884 

877.578,2160 

12429142,5354 

17570.857,4646 

1885 

•9214.57,1268 

13.350599,6622 

16049400.3378 

1886 

967529,9832 

14.31 8129,6454  i 

15681.870,3.546 

1887 

101.5906,4823 

15334036,1277  ! 

14665903,8723 

1888 

1066701,8064 

164007.37,9341 

13599262,0659 

1889 

1 1 20036,8966 

17520774,8307 

124792-^5,1693 

1890 

1176038,7417 

1869681.3,5724 

11303186,4276 

1891 

1234840,6785 

199316.54.2509 

i 1006.8345,7491 

1892 

1296582,7125 

21228236,96.34 

8771763,0366 

1893 

1361411,8482 

22589648,81 16 

7410.351,1884 

1894 

1429482,4407 

240191.31,2523 

5980868,7477 

1895 

15009.56,5626 

25520087,8149 

4479912,1.851 

1896 

1 576004,3907 

27096092,2056 

1 2903907,7944 

1897 

1654804,6104 

28750896,8157 

1249103,1843 

1898 

1249103,1843  j 

30000000 

c 

i 


I 

n 


I 


I 

* 


t 


i 
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‘ f' 

i 


) 


16 


284 


Zahlungen  sind  halbjährlich  zu  leisten.  Sie  berechnen 
Kich  für  die  Tabelle  No.  7)  aus  deti  Formeln: 

•S)  Z/2r-l  = -Sr- 1 .0,0/?,  und  Lir  — Är_i  .0,0/?,  + Ar. 

\ 

Die  erste  Tilgung  fällt  nach  dem  Gesetze  auf  den  1.  Januar  1863 
oder  auf  das  Ende  des  Jahres  1862. 

Wir  stellen,  um  Daum  zu  ersparen,  die  jeneils  fälligen  Sum- 
men  in  lol^enner  Tabelle  zusammen  : 


Jahr. 


1862 

I 

1863j 

1864 

1865 

I 

1866 

1867 

1868 


1869 j 

1870 

1871 

1872 
1873! 
1874j 

1875 

\ 

1876 

1877 

1878 

1879 

1880 


Halb- 

jahr, 


Zuhlungssumme. 

750ÖÖÖ 

1050000 
742500 
1057500 
734625 
1065375 
726356,25 
1073643,75 
717674,0625 
1082325,9375 
708557,7656 
1091442,2344 
698985,6539 
1101014,3461 
688934.9366 
1111 065,0634 
678381,6834 
1121618,3166 
667300,7676 
1132699,2324 
655665,8061 
1144334,1939 
643449,0963 
1 156550,9037 
630621,5511 
1169378,4489 
617152,6286 
1 182847,3714 
603010,2601 
1 196989,7399 
588160,7730 
1211839,2270 
572568,8118 
1227431,1882 
5.56197,2523 
1243802,7477 
539007,1149 
1260992,8851 


Halb- 
• lahr,  . , 

Jahr. 


1881 


1882| 

1883' 


1884i 


1886|  ^ 

1887  I 

It 

1888  * 
1889  ^ 
1890j  I 
D<91l 
1892| 


'1892 


1894 

18951 

1896j 

) 

1897| 

1898 


1 

2 

I i 


Zalilungssuininc. 

520957^1^7 
1279042,5293 
502005,3442 
1297994,6558 
482105,6115 
1317894,3885 
461210.S920 
1338789,1080 
439271,4366 
1 360728,5634 
416235,0084 
13837ti4,9916 
392046.7589 
1407953,241 1 
366649,0968 
1433350,9032 
339981.5516 
1460018,4484 
311980,6292 
1488019,3708 
282579,6()07 
1517420,3393 
25 1 708,6438 
1548291,3562 
219294,0759 
1580705,9241 
185258,7797 
1614741,2203 
149521,7187 
1650478,2813 
1 1 1997,8046 
1688002,1954 
72597,6948 
1727402,3052 
31227,5796 
1280330,7693 


« 
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Aus  der  Tabelle  No.  9)  zeigt  sich,  dass  die  Anleihe  in  gleich 
grossen,  jährlichen  Summen  zurückgezahlt  wird,  wie  diess  nach 
dem  früher  Gesagten  sein  muss,  und  wie  sich  aus  der  Vereini- 
der  Zahlun^ssummen  zweier  zusammengehörigen  Halbjahre 
ergibt.  Hie  Zahlungssummen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen,  die 
der  geraden  steigen. 

Her  Tilgungsplan  wird  jedoch  bei  der  Durchführung  kleine 
iVIoditikationeii  erleiden,  da  die  Kapitaltilgungen  in  runden  Sum- 
men von  wenigstens  50  Thaler  zu  geschehen  haben.  Diese  klei- 
nen Abweichungen  können  durch  Zu-  und  Abgeben  leicht  ausge- 
glichen werden,  weswegen  der  IMIgungsplan  im  Wesentlichen 
nicht  alterirt  wird. 

I 

f 

§.  59. 

iMetliode,  «len  Zinsfuss  zu  bestimmen,  wenn  Anleihen 
zu  einem  niederen  (^urse  als  100  begeben  werden. 

Häufig  werden  die  Anleihen,  um  zur  Betheiligung  anzuregen, 
nicht  in  vollem  Werthe,  sondern  zu  einem  niedern  Curse  ausge- 
boten und  begeben. 

Ist  diess,  wie  bei  der  königlich  preussischen  Anleihe  vom  Jahre 
1859  der  Fall,  so  bekommt  der  Staat  eine  geringere  Summe  io 
die  Gasse,  als  er  bei  vollem  Werthe  erhalten  hätte,  muss  aber 
doch  nach  dem  testgestellten  Til"ungsplane  die  nämlichen  Sum- 
men jährlich  zahlen,  als  wenn  er  den  vollen  Betrag  der  Anleihe 
erhalten  hätte.  Die  Folge  ist,  dass  der  Staat  das  erhaltene  Ka- 
pital in  einem  höheren  Zinsfusse,  als  in  dem  festgesetzten,  ver- 
zinsen muss. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  Wie  gross  ist  der  Zins- 

fuss, in  w’elchem  der  Staat  eine  Anleihe  verzinsen 
muss,  w e n T»  er  die  S c h u I d s c h e i t»  e in  dem  niedern  Curse 
C statt  100  aus  gibt? 

Hiezu  dienen  folgende  Methoden; 

Erste  Methode.  Sie  ergibt  sich  aus  den  in  §.  46.  u.  ff. 
aufgestellten  Gleichungen.  Man  hat  zu  dem  Ende  zuerst  den  für 
die  Anleihe  gültigen  Plan  hei  dem  festgestellten  Zinsfuss  (p) 
aufzustellen  und  dann  die  sämmtlichen  Zahlungssummen  in  dem 
fraglichen  Zinsfuss  (r/),  der  vorerst  noch  unbekannt  ist  und  wel- 
cher nach  dem  Gesagten  ein  höherer  sein  wird,  zu  rahattir^i. 

Nennt  man  nun  den  Curs,  zu  welchem  die  Anleihe  K hege- 
ben  wurde,  C,  so  bekommt  der  Staat  statt  des  vollen  Werthes 
nur  die  Summe : 


16* 
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R = 


C.K 

100 


in  die  Casse,  und  man  hat  daher  diesen  Werth  statt  A',  in  die 
bezügliche  Gleichung  einzusetzen. 

Da  die  preussische  Anleihe  <lurch  halhjähiliche  Verzinsung  und 
jährliche  Tilgung  zurückgezahlt  wird,  so  kommen  hei  ihr  die  in 
§.48.  aufgestellten  Gleichungen,  wie  sich  zeigt,  zur  Anwendung. 
Man  bat  daher  den  VN  erfh  aus  No.  1)  in  No.  8)  §.  48.  einzuführen. 
Hiedurch  entsteht: 

f} rv  nn..  I 1 — l,0r/,— 

A.  _ c^.0,0/.,  + — --3 

. 1 ,0«c" 

. 2,0^1  ^ ^ S„ 

0,0?C  J \ ,0<jr,  2 -ITJ  ,0^  t L(V/,  2n  ' 


Hierin  bedeuti  t S„  die  Restschuld  des  letzten  Jahres,  da  n keine 
ganze  Zahl  bedeutet,  und  die  vorliegende  Aufgabe  ist  darauf  zu- 
ruckgehracht,  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  r/i  zu  bestimmen. 

Diess  führt,  wie  man  sieht,  auf  die  Auflösung  einer  Glei- 
chung höherer  Ordnung,  die  um  so  mühevoller  wird,  je  grösser 
n ist,  was  gewöhnlich  statflindet,  da  die  Tilgungen  solcher  An- 
leihen  eine  lange  Dauer  haben.  Es  hieiht  daher',  wenn  man  auf 
diesem  Wege  zum  Ziele  gelangen  will,  nichts  übrig,  als  für 
taugliche  VVerthe  in  No.  2)  zu  suhstituiren  und  so  lange  mit  der 
Substitution  fortzulahren,  bis  der  Werth  gefunden  ist,  welcher 
der  Gleichung  genügt.  Nach  einigen  Versuchen,  deren  Durch- 
führung aber  immer  mühevoll  und  weitläufig  ist,  wird  diess  wohl 
gelingen,  wenn  es  genügen  wird,  den  Zinsfuss  auf  einige  Hun- 
dertel oder  Taiisendfel  zu  bestimmen. 

Immer  ist  diese  Auflösung  eine  weit  ausgreifende  Arbeit. 
Daher  wird  es  gerafhen  sein,  diese  Auflösungsweise  zu  verlassen 
und  eine  andere  zu  suchen,  die  wir  im  Folgenden  gehen. 

Zweite  Methode.  Nimmt  ein  Staat  die  Schuld  K zu  dem 
Curse  C auf,  so  bekommt  er  nach  No.  I)  statt  der  vollen  Summe 

k nur  die  Summe  = "]qq'  i«  die  Casse,  muss  aber  das  volle 

Kapital  K dem  Tilgungsplane  gemäss  verzinsen  und  tilgen.  Diess 
geschieht  nun  dadurch,  dass  er  die  geringere  Summe  R,  die  er 
erhalten  hat,  in  einem  höhern  Zinsfuss  verzinst. 

Nennt  man  nun  den  höhern  Zinsfuss  p,  dessen  Auffindun«» 
Aufgabe  ist,  und  den  ursprünglich  festgestellten  Zinsfu.ss,  worin 
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das  Kapital  verzinst  werden  soll,  q (was  der  Harmonie  wegen 
geschieht,  um  die  bisher  aufgefundeiieii  Gleichungen  nicht  umän- 
dern zu  müssen),  so  hat  man  für  die  erhaltene  Summe  R nach 
den  im  dritten  Ka[iitel  aufgestellten  Gesetzen  den  bezüglichen 
Tilgungsplan  im  Zinsfuss  p festzustellen.  Sämnitliche  so  ent- 
stehenden Zahlungssummen  sind  ihrem  Inhalte  nach  dem  vollen 
VVerthe  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich.  Ihre  IJeduction  auf 
die  Gegenwart  oder  IJabattirung  in  dem  ursprünglichen  Zinsfuss 
(hier  q genannt)  muss  daher  auch  dem  VVerthe  der  Anleihe  {K) 
gleichkommen.  Bei  dieser  Darstellungsweise  müssen  auch  die 
bezüglichen  Tilgungssummen  in  dem  Verhältniss  des  niedern  Curses 
festgestellt  werden,  was  leicht  ausführbar  ist,  da  man  R kennt, 
und  wozu  die  Proportion  j 

K:R=A:A^ 

dient,  woraus  sich  im  Allgemeinen  für  jede  Tilgungssumme  fol- 
gende Bestimmung  ergibt: 

R.A  K.C  CA 
3)  — /.>  — j()()  ^ — inn' 


lüO' 


iNach  diesen  Bemerkungen  geht  die  Gleichung  No.  2)  in  folgende 
über,  da  K an  die  Stelle  von  R und  umgekehrt  R an  die  Stelle 
von  K,  Al  an  die  Stelle  von  A tritt: 

n r-CR  nn»  . l - 

4)  A -(R.0,0/?i  + J. 

1 Otü** 

^1.0,0;.,. 2,0c/,., 

+ 0,0ic  ^'1, 0^1 2» -1,0«:  ^ I,0r/i2«' 

Der  Werth  von  Sn,  der  sich  aus  der  Gleichung 

1 — 1 

berechnet,  muss  berücksichtigt  werden,  wenn  n keine  ganze  Zahl 
bedeutet. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  mm  der  Werth  des  höhern  Zins- 
fusses  um  dessen  Bestimmung  es  sich  handelt,  ganz  ein- 

fach ermittelt  werden.  Man  erhält  sofort,  wenn  man  sie  auflöst 
und  die  erforderlichen  Reductionen  macht: 

5)  , ü,0/>i 

__  ii / i.Om)”  \ ^ 

^ j ,0^, 2 - l ,0«)  ■ V l.Or/r^"/  1 ,0^” 


I 
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Diese  Gleichung  gilt  für  jährliche  Tilgung  und  halbjährliche 
Verzinsung  und  für  solche  Tilgungspläne,  »vorin  die  Tilguiio^s- 
surnnien  um  « Procent  »vachsen.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dLs 
sich  diese  Mediode  auf  alle  in  § 46.  u.ff.  aiifgestellten  und  auf- 
zusteUenden  Tilgungspläne  ainvenden  lässt,  wenn  man  den  Gros- 
sen K K,  Al,  (/  nnd  p die  Werthe  beilegt,  welche  ihnen  nach 
dem  (iesa«ten  hei^ele^t  werden  miK<sen. 

Ist  die  lilgungssumme  des  ersten  Jahres,  wie  diess  häufi«- 

vo, kommt,  und  auch  in  den  beiden  Anleihen,  der  badischen  und 

preiissischen,  der  Fall  ist,  durch  einen  Procentsatz  des  ganzen 

Kapitals  gegeben,  und  nennt  man  diesen  Procentsatz  v so  ist 
in  No  2) : ’ 

A = K.Q,()v, 

dagegen  in  No.  4)  und  No.  5): 

zu  setze,,.  Führt  man  .liese  Werthe  ein,  ao  vereinfachen  «ich 
die  gegebenen  Bestimmungen.  K föHt  nämlich  lYir  den  Fall,  al 
« eine  ganze  Zahl  bedeutet,  aus  der  Gleichung  und  bleibt  nur  in 
einem  Gliede  stehen,  wenn  n keine  ganze  Zahl  bedeutet  und  noch 
eine  Restschuld  zu  berücksichtigen  ist.  Führt  man  nun  den  Werth 
für  R und  aus  No.  1)  und  No.  7)  in  No.  3)  ein,  so  entsteht: 

0,0/^!  = 

1 C.OjOf^  / 1 Om)”  \ V 

( c. 0.0c . 2.0f^,  /~~nT7;;rx , 

Uoo+loo.l,o^c>-lj:ü^- 

oder  in  bequemerer  Form  ; 

0,0pi 

100 100. 

= 1.0?c  V 1 ,0c/i R . 1 ^Qf  In 

c\  (l  l __  / l:ö^cn  Yl 

Lv  (lOr/i  0,0^cJ(I,0<7l2__J  hUr/i^» ) | 

r Anleihe  K,  die  zu  dem  Curse 

6 statt  100  l>egeben  wird,  im  vollen  Betrage  eflFectiiirt  werden, 
so  ist  hierzu  die  höhere  Summe : 


Ai  = 


K.m) 


I 


I 
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erforderlich,  um  die  Summe  K in  die  Casse  zu  bekommen,  und 
der  Staat  muss  Schuldscheine  im  Betrage  von  aiisstellen,  um 
die  Summe  K zu  erhalten.  IJiese  grössere  Summe  muss  nach 
dem  Plane  verzinst  und  getilgt  werden.  Daher  ist  der  gegen- 
wärtige Werth  der  aufgenommenen  Schuld  A\.  Die  Folge  hievon 
ist,  dass  die  wirklich  erhaltene  Summe  A in  einem  hohem  Zins- 
fuss  ip)  verzinst  werden  muss.  Entwirft  man  nun  nach  den  Ge- 
setzen des  dritten  Kapitels  hiefür  den  erforderlichen  Tilgungsplan 
und  reducirt  die  hiedurch  erhaltenen  und  im  höhern  Zinsluss  zu 
zahlenden  Summen  in  dem  ursprünglichen  Zinsfuss  (^),  so  wird 
der  hiedurch  entstehende  Werth  dem  Nennwerthe  Aj  der  contra- 
hirten  Schuld  gleichkommen  müssen.  Hiernach  liat  man  Aj  statt 
R in  der  Gleichung  ^o.  2)  zu  setzen  ,und  alles  Uebrige  zu  helas- 
seil.  Man  erhält: 


11) 


fc’  _ r AMI  n a.  ^ ~ * 

Ar,  _(A.0,O/>,  + Q J. 


0,0i?, 


1 — 


1 


J.0,0/?i.2,0f/,^  * l,0f/,‘^»  . 

+ O.Otc  >*  I,09,2-1,0m:"^  l,0ry,2n’ 

Der  Werth  der  Restschiild  ist  in  diesem  Falle: 

l.Oiü"— I 


12) 


Sn=K—A. 


0,0rc 


Man  kann  auch,  wenn  n keine  ganze  Zahl  ist,  für  n die  nächst 
höhere  ganze  Zahl  nehmen.  Dann  geht  No.  11)  über  in: 


13) 


A,  _ ( A . 0,0p,  + 3 . Q 


1 — 


J.  0,0p,.  2, Oy,'  1.0«/1^" 

+ 0,0tc  >'•1,09,2-1,0«: 


Sn 


1,09,2« 


Der  Werth  von  S„  bestimmt  sich  dann  durch 
14) 


1 üic”—“  1 

A„  = — --A. 


0,0ie 

Aus  No.  11)  bestimmt  sich  dann  der  W'erth  des  Zinsfiisses  auf 
folgende  Weise: 

15) 


A 1,0«)"  \ Sn 

~ 1D7/, 2^^n;ot;i  V ^ ~~  ~ 1 ,o?i  __ 

1-1, 09,-2«  J. 2,091  A 1,0«)»  Y 

— 0%;^  Ö, 0«)(1, 09,2-1, 0«))A  i,Ö9i*V 


I 


■i-rMk  I! 


I' 
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Aus  Ao.  Io)  auf  folgende: 


16) 


0,0/j,  = 


k\  — . / 1 1.0m;«  \ Sn 

^I.0<;ri2— 1,0<7^«/ + I ,ür/i 


( ^ 1 /Th-  ) • A 2, Or/i  / ] .0«:»  \* 

V o.Otcj  o,Or/i  ü,0M>(i,0f/i2_],0tt,j-v“i7)^y 


Stellt  man  nun  auch  hierin  A durch  einen  Procentsafz  dar  und 

setzt  iinft  , 

^ I C ^ vereintachen  sich  diese 

Darstellungen,  und  man  erhält,  nenn  Ä’ ausgestossen  wird,  hiefiir 


17) 


0,0/jj  = 


~ _ Q’O^'  /,  I.Qm;"  \ S„ 

' 1 >0<7i  2 — I ,ü/üV lj)f/i  ^'0  K.l  ,0^, 


('4. 


m 
c 

OrOo  \ J^l,0r/,-2n 


2n 


0,0p  . 2,0r/, 


I , T * * 

0«;/  0,0//,  o,Ow(i,0//,2-rno;iö 


Z',  1,0/0«  \ 

V 1,0//,  V 


18) 


100 


0,0//,= 


_J,09i^-l,0ic  l,  1,0g, ^«j^A:.  1,0//, 


2n 


0 +07t)  •— TTT^-h----^ 

V 0,0/0/  0,0<7,  0,0/ü(I,0//,2-I,0/o)‘ V I,Ö(/,2«/ 

Die  Gleichung  No.  9)  stimmt,  wie  man  sieht,  mit  No.  17)  über 
ein  denn  nian  kann  jene  aus  letzterer  ableiten,  wenn  man  den 
Zahler  und  Nenner  mit  C dividirt,  und  umgekehrt. 

Die  beide«  Gleichungen  geben  den  Werth  des  fragliche.»  Zins 
fusses  nur  annähernd,  aber  in  grosser  Genauigkeit.  Er  bestimmt 
Mch  um  so  genauer,  je  grösser  n ist,  was  gewöhnlich  eintritt  da 
d.e  1 .Igungsze.ten  der  Anleihen  einen  grösser,,  Zeitraum  umfassen. 

Auf  dieselbe  Weise  können  nun  die  Zinsfüsse  für  andere 
I ilgungsplane  bestimmt  werden.  andere 

«ilcichtmtN"  TJj'r""  jätriicl.,  so  kommt  die 

fOt.chung  ^o.  4)  §.  48.  zur  Anwendung.  Man  erhält  dann  : 

19) 


0,0/t 


A,- 


A 


\,Qq  — |,Ö/o 


(i  _ _ s„ 

V l.O^'«/  1,0,/« 


V 0,0/Oy/  0,0/o  0,0«’ ( I ,Qq  - 1,0/0)  • 0 ~ \^n ) 


1 
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A.100 


Hierin  ist  A\  = — ^ , oder  weiwi  A durch  einen  Proceritsatz 

hestinimt  ist: 

:>ü) 


Dieselbe  Gleichuii"  leitet  sich  aus  No.  11)  §.  48.  für  halbjährliche 
V’erzinsunfj  und  Tilgung  ab,  wenn  man  statt  q,  statt/?  und 
statt  n schreibt. 

4 

Geschieht  die  Tilgung  durch  jährliche  gleiche  Abtragssum- 
men, so  kommen  die  Gleichu.igen  des  §.47.  zur  Anwendung  und 
man  erhält  für  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  folgende  Be- 
stimmung aus  No.  3)  §.  47.: 


21) 


0,0//  = - 


A,  — A. 


1 — l,0y-" 

0,0^ 


Sn 


1,0//« 


V 0,0»?/  0,0//  + 


nA 


0,09 . 1,09« 


Schreibt  man  hierin  ;/,  statt  p,  9,  statt  9,  2//  statt  n und  den 
entsprechenden  Werth  für  A,  so  gilt  diese  Gleichung  auch  für 
halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung.  Für  jährliche  Tilgung  und 
halbjährliche  Verzinsung  ergibt  sich  aus  No.  8)  §.  47.  folgende 
Bestimmung: 


22)  0,0//,=  - 


A, -.4. 


Sn 


1-1, 09,-2« 

1,09, 2—1  1,09,2» 


^ A 0//  ^ ^ ^ l’Oy» j ^A 

^K._,U/,  1,09, 2_1 +0,09,.  1,0/y,-"« 


'1 1 


100 

0,0c 

/ l,0/o«> 

1 

1. 

1 

c 

1,0//  — 1,0/0 

V 1,09»; 

’ A.  1,09" 

^ 1 

0,0/p/ 

I — 1,09-« 

0,0c 

/,  i,0/o"Y 

■ 0,0// 

0,0^c  (IjO^  — 

-1,0//  v'  i,0//»y 

1 

i I 


» f 


>>1 


§.  60. 

Anwendung  der  a u fge fu n d e n e n Methode  auf  die  preus- 

sische  Anleihe. 

Wir  machen  nun  eine  Anwendung  der  §.  59.  aufgestellten 
Sätze  zur  Berechnung  des  Zinsfusses  der  preussischen  Anleihe 
von  1859. 

Da  die  Anleihe  halbjährlich  zu  5 Procent  verzinst,  jährlich 
getilgt  wird,  die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  1 Procent  be- 


1 

i. 


trägt  und  jährlich  uni  5 Procerit  wächst,  die  Tilguiigszeit  3ö  Jahre 
beträgt,  so  hat  man  am  bequemsten  die  Gleichung  No.  17)  §.  59. 
zu  benutzen  und  C=95,  9 = 5,  tc  = 6,  » = 1,  A:  = 30000000, 
'^38  = 1249103,1843  zu  setzen.  Hiernach  entsteht: 

1) 

100 0,01  / _ Jl,053^5  >.  1‘249103,I8 

0.0»,  = - JLP252-1^Ö5 V * 1,0257V  30000000 . 1 ,02^2 

( ] • 1 — M>25^ 0,01 .2,025  / 1,0536 

V ^0,05y  0,025  0,05(1,0252— 1,05)  V“i, 0^72^ 

Werden  die  angezeigten  Multiplikationen  und  Divisionen  ausge- 
führt,  so  entsteht:  ” 


= 


1,05263157894-  16  CI  - 

1,2.33,24(10780  - 048.(1-2^^) 


Nun  ist : 


lg  1,0536  =0,7628148 
lg  1,02.572=0,7721183 

N.  0,9906965  - 1 =0,97880558, 

, 1,0536 

1 1,02572  — 1 0,97880558  = 0,02119442, 

lg  0,041636772  = 0,6194770 
lg  1,02572  =0,7^21183 

N . 0,8473587  — 3 = 0,007036532. 

Durch  Einlührung  dieser  Werthe  entsteht: 

0 n»  — 1.05263157894  — 16 . 0,021 1 9442  - 0,007036532 
’ 39,888093632  — 648 . 0,021 1 9442 

_ 1,052631 57894  - 0,3391 1072  - 0,007036532 
39,888093632— 13,73398416  ’ 


n f»  - i^06^432 

26, 15410947  ~ 


0,02701236, 


lg  0,7064843  = 0,8491024  — 1 
lg  26,154109  = Ml  7.5399 

N.  0,4315625-2  = 0,02701236. 


■ 

! 

S 


i 

i 


Der  Zinsfuss  bestinmit  sich  daher  zu: 
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3) 


p = 5,40:>472. 


Würde  man  die  (ileichung  No.9)§.  59.  der  Rechnung  zu  Grunde 
legen,  so  entstünde  das  gleiche  Resultat,  wenn  Sn  richtig  bestimmt 
wird.  Der  so  gefundene  Werth  ist  um  ein  Unbedeutendes  zu  gross, 
was,  wie  oben  bemerkt,  in  der  ISäherungsmethode  liegt.  Mit 
wachsendem  n nähert  sich  derselbe  dem  Werthe  der  ewigen  Rente. 
Der  Grenzwerth  hiefür  ist  bei  dem  Curse  von  95: 

= 5,200  .... 

Man  kann  auch  zur  Bestimmung  von  p die  Gleichung  No.  18) 
§.59.  w ählen.  Dann  hat  man  ausser  4en  oben  angegebenen  Wer- 
then  ?/.  = 37  zu  setzen  und  den  Werth  für  Sn  zu  ermitteln.  Es 
ist  dann ; 

1 053^ 1 

4)  «37  = 300000 . — QQ5 30000000 

= 300000 . 101,6281389—30000000  = 488441,66. 


1 i 


und  hieraus : 


5) 


100 


0,01 


V 1,Ü257V  + 


0,0/)i  = 


_ 95  1,0252—1,05 


488441,66 


30000000.1,02574 


0,01  \ 1-1,025-74 


V + 0,05^ 


0,01.2,025  / 1,0 

0,05(1,0252— i;05)V  1,Ö: 


0,025 


1,05  37  N' 


6 


02574/ 


lg  1,0537  =0,7840041 
lg  1.02574=0,7935660 

N.  0,9904381  — 1 =0,97822328, 

I 0537 

1 - = 1 - 0,97822328  = 0,02177672, 

alA  durch  Einführung  und  Benutzung  der  schon  angegebenen 
Werthe : 


1,0526315789  - 16.0,02177672  + 


0,0/>i  = 


0,016281389 

1,02574 


1,2 . 33,5658089  — 648 . 0,02177672 


lg  0,016281389  = 0,21 16914  — 2 
lg  1,02574  =0,7935660 


N.  0,4181254  - 3 = 0,002618939, 
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6)  0,0/>,  = 


|,05i63 15789  — 0,34842752  + 0,002618939 
40,27897073^-14,11131456 

0,70682299 

^6, 16765617  ~ 0,02701132, 


lg  0,70682299  = 0.8493106—1 
lg  26, 167656  = 141 77648 

N.  0,43 15458  — 2 = 0,0270 1 1 32. 
Hiernach  bestininit  sich  der  Zinsfnss  zu  ; 


7)  />  = 5,402264, 

um  ein  Unbedeutendes  kleiner  als  in  No.  3),  da  ?i  grösser  ist. 

Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Werthes  prü- 
ten,  so  dient  hiezu  am  besten  die  in  No.  2)  §..59.  zu  der  ersten 
Methode  angegebene  Formel.  Sie  lässt  sich  zu  dem  Ende  in  eine 

bequemere  Form  bringen,  wenn  man,  wie  dort  aneeo^eben 

^ * 100 

und  A = /f.O.Or  setzt.  Dadurch  fällt  K aus  allen  Gliedern  bis 
auf  eines  weg  und  man  erhält  folgende  Gleichuno-- 

O * 


8) 


-^_nn  /^i.O.OoN 


+ o,Or  ( 1 — ^ . ,^Jz0!7i!!_  . Sn 

V 0,0«O  J — l,0ic  + ÄM,09l2n- 


0,0o>^  l-l,0r/,- 

0,0‘yi 


2n 


ln  dieser  Gleichung  hat  man  nun  im  Sinne  der  dort  angegebe- 
nen Methode  p — 5,  p = l,  ^ = 54^  « = 36  und  Soß  = l‘>49iQ3 

A'  = 30000000  zu  schreiben.  Hiernach  entsteht,  wenn  man  r 
belässt: 


j ^l-l,027-?2 
’■  0,027 


I 0,01(1- 


2.027.0,025 
0,05 


1,0536 

\ 1,027^2 

y 1,0272-1. 


1249103,1843 


,05  3Ö00ÖÖ0Ö.  1,Ö2^‘ 


Zur  Berechnung  bedarf  man  folgender  Werthe: 

lg  1,0536  =0,7628148 
lg  1,027J^2  = 0,83307 19 

N.  0,9297429—1=0,85063425, 

lg  1,027-^2  — 0,1669281  - l = |g 0, 14686829 


•L- 
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1,0536 


1 - = • - 0,85063425  = 0,14936575, 

1 — 1,027-72—  1 —0,14686829  = 0,85313171 , 

1 ,0272  —1,05  = 0,004729. 

Werden  nun  diese  Werthe  eingefiihrt  und  die  begleitenden  Fac- 
toren  auf  die  einfachste  Form  zurfickgebracht,  so  geht  No.  9) 
über  in  : 

0,85., 3.7. -II.O.»,, 36575  1 

1 g 0,04 1 636772  = 0,6 1 94770 y 2 
lg  1,02772  =0,8330719' 

N.  0,7864051  -3=0,0061151213. 

Man  erhält  hieraus  durch  Aiisfülirung  der  angezeigten  Multijdi- 
kationen  und  Divisionen: 


10) 


c 

100 


= 0,94792412  - 0,004263983  + 0.0061 151213 
= 0,94977526. 


Da  nun  die  preussische  Anleihe  zu  95  begeben  wurde  und 
(7=95  ist,  so  differirt  das  gefundene  Resultat  um  0,00022473.... 
von  demjenigen,  das  hätte  gefunden  werden  sollen.  Bringt  man 
nun  die  geOindene  Zahl  durch  Multiplikation  mit  30000000  auf 
diese  Anleihe  zurück  und  vergleicht  sie  mit  der  Summe 

95 

f?=  1^.30000000  = 28.500000, 

welche  der  Staat  in  Fasse  bekam,  so  beträgt  dieser  Unterschied  : 

D = 28500000  - 27493257,8  = 6742,2 , 

also  eine  so  kleine  Summe,  die  hei  einer  Aideihi«  von  30000000 
kaum  in  Betrachtung  kommt. 

Hiernach  stellt  sich  der  Zinsfuss,  in  welchem  diese  .Anleihe 
vom  Staate  verzinst  wird,  nahe  auf  5,4  statt  auf  5.  Dieser  Zins- 
fuss bedingt  einen  Fürs  von 


11) 


c = 12?^^  = 108 


für  Jemand,  der  eine  Geldanlage  zu  5 Procent  machen  will.  Die 
Schuldscheine  dieser  Anleihe  werden  gegenwärtig  an  der  Börse  zu 


H.nii 


I 
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104  bis  105  aus-eboten,  diess  ist  bei  einem  Staate  von  so  n.uster 
hatter  F inanzvernaltung,  wie  Preussen,  ein  billi<.er  Preis. 


* r 

l-  ' '' 
’ ;r  !. 


§.  61. 

Fortsetzung. 

»"  di"*«  Anleihe  durch  Ankauf  von 
6ch„ldeche,nen  belhe.hst,  stellt  sieh  die  Sache  anders , und  ruan 

kann  füglich  zmschen  ohjectiveni  Zinstiiss.  der  ini  vnrieen  Para 
graphen  cru.iltelt  ivurde,  und  ttlr  den  Staat  als  Schuldner'".ilt  und 
subjecheeri,  unterscheiden,  der  in,  tulgenden  eriirterl  ..er5en’ soll. 
Kauft  „an, lieh  Jemand  erneu  Schuldschein,  so  verzinst  sich  der- 
»elhe  um  so  hoher , je  niederer  der  Curs  steht.  Tritt  hiezu  der 
günstige  Fall,  dass  der  gekaufte  Schuldschein  schon  im  ersten 
1 ilguugsjahre  zurtickgezahlt  wird , so  steigert  sich  der  Vortheil 
durch  den  Mehrerlös  aus  der  voll  zuriickgezahlten  Summe.  Die 
Heimzahlung  kann  jedes  Jahr  erfolgen.  Daher  ist  der  Zinsfuss 
veränderlich  und  liegt  zwischen  zwei  Grenzen,  einem  Maginium', 
wenn  der  Schuldschein  im  ersten  Tilgunssjalir,  „„d  einem  Mini- 
nium,  wenn  er  im  letzten  (37ssten)  zurückgezahlt  wird. 

Die  Grenzen  zwisschen  dem  grössten  und  kleinsten  VVerthe  des 
Zinsfussses  bestimmen  sich  auf  folgende  Weise: 


^ Jiauft  Jemand  die  Summe  K zu  dem  Curse  C,  so  zahlt  er 

TOO’  """  A'  im  ersten  Jahre  bei  dem  Zinsfuss 

p heimgezahlt,  so  bekommt  er  im  ersten  Halbjahre  die  halbjäh 
rigen  Zinsen  im  Betrage  von  K A)fip,  und  im  zweiten  Halbjahre 
demselben  Zinsbetrag  sammt  dem  Kapital  K.  INennt  man’  nun 
den  Zinsfu.ss,  worin  sich  diese  Summen  verzinsen,  o:  und  rabat 
^t  die  beiden  Zahlungen  mit  l,0.r, , so  muss  der  so  rabattirte 

Werth  der  .4nkaufssumme  gleich  sein.  iHan  erhält  daher  folgende 
Gleichung : 


oder : 


__  K . 0,0/?i  K.  0,0/j,  + K 

100-  J,0x,  + 1,0V“ 


r — + Pi 

*^“l,0.zi+  l,0.r,2-’ 


und  hieraus : 


i.0.z,  =|i.+  4C(I0Ü  + 


I 
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Wendet  man  diese  Gleichung  auf  die  preussische  Anleihe  an. 
so  hat  man  p = 5,  C=y5,  zu  welchem  Curse  die  Anleihe  aus- 
gegeben wurde,  zu  setzen,  und  man  erhält: 


3) 


l-Oivi  = M + 4 V j . dS . 10275  + (2,5P  = =1  + j|öV7T805li,25 


^ - = 1 .05 1 965 . 


190 

Hiernach  ist  das  Maximum  des  Zinsfusses.  in  welchem  sich  diese 
Anleihe  für  den  Theilnehiner  im  günstigen  Falle  verzinst: 


4) 


X = 10,393. 


Für  den  Fall,  als  der  gekaufte  Schuldschein  K im  letzten 
Jahre  n zurückgezahlt  wird,  findet  die  zweite  oder  dritte  Methode 
des  6.59.  zur  Ermittelung  des  Zinsfusses  ihre  Anwendung.  Mir 
wählen  hiezu  die  dritte.  Nennt  man  dann  den  höhern  Zinsfuss, 
in  welchem  sich  das  Kapital  verzinst,  p,  den  Zinsluss,  worin  es 
vom  Staate  verzinst  wird,  q,  so  hat  man  die  Summen  (Zinse 
und  Kapital),  welche  der  Käufer  während  der  Tilgungszeit  n 
empfängt,  in  den  Zinsfuss  q umzusetzen.  Der  hiedurch  gewon- 
nene Werth  ist  dann  nach  dem  in  §.  59.  Gesagten  der  Summe 

_ 1^-  IQO  gleichzusetzen.  Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung: 


K.m  A. 0,0p,  , AT. 0,0p,  AAOp, 

»)  - 17  =Tü,r '■  i;o,, 1,0?, 


K 


1,09,*" 


oder : 


und  hieraus: 

6) 


100  „ „ 1-1,09,*"  _1 

-^_0,0p,.  +1,09,*" 


/lOO  1 ^ 00*/i 

0,0p,  = [-c~  Eä^,*";  ■ 1 - 1,09,-- 


Setzt  man  nun  hierin  C=95,  9,  =2,5,  «=37,  so  erhält  man 
für  das  Minimum  des  Zinsfusses  annähernd : 


7) 


/lOO  1 ^ 0,02d 

0,0p,  = (^95  - T;ö25’^V  ■ T- 1,025- 

1.0526315789....  — 0,1608548 
= 33,5658089 


I 
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Hiernach  stellt  sich  die  niederste  Grenze  des  Zinsliisses,  worin 
sich  diese  Anleihe  ffir  einen  Theilnehmer  verzinst,  auf: 

8)  /7  = 5,3I36.... 

Oie  Grenzen  liefen  also  zwischen  10,3!>5  und  5,313....  Oie  Rich- 
tigkeit des  in  No.  8)  gefundenen  VVerthes  bestätigt  sich,  wenn 
man  ihn  nach  der  ersten  Methode  prüft.  Eine  Methode,  wodurch 
der  Zin.sfuss  p aus  den  Gleichungen 


c V 1 J — I Q^^_n 


näherungsweise  sehr  leicht  gefunden  werden  kann,  habe  ich  in 
meiner  .Anleitung  S 301  u.  ff.  gegeben,  worauf  ich  verweise. 


§.  02. 

Aufgabe. 

Folgender,  der  Wirklichkeit  entnommene  Fall  soll  hier  noch 
eine  Stelle  finden. 

Bei  Begehung  der  grossherznglich  badischen  Lotterie-Anleihe 
vom  Jahre  1845  im  Betrage  von  14  Alillionen  Gulden  fand  eine 
vvirkliche  Concurrenz  einiger  Bankhäuser  statt,  die  dem  Staate  zu 
einem  bedeutenden  Vortheile  gereichte.  Eine  Gesellschaft  meh- 
rerer Bankhäuser  erbot  sich,  1101  für  jeden  Schuldschein  von  100 

zu  zahlen.  Oie  Anleihe  \vurde  dieser  Gesellschaft  zugewiesen. 
Oer  Staat  bekam 


14000000. 1,10025  = 14875000 

statt  14  Millionen  und  hatte  einen  Gewinn  von  1487500  Gulden, 
Oie  Anleihe  w urde  zu  ,3,5  Procent  bei  einer  Tilgungszeit  von  40  Jah- 
ren abgeschlossen.  Oie  Tilgung  und  Verzinsung  ge.schieht  halb- 
jährlich. Diese  Bemerkungen  geben  A eranlassung  zu  folgender 
Frage,  wobei  wir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  für  die  An- 
leihe die  Summe  10  statt  14  Alillionen  und  ein  Aufgeld  von  10 
statt  10,025  Procent  wählen. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  ist  unter  der  Bedin- 
gung abgeschlossen,  dass  .sie  zu  3,.5  P r o c e n t verzinst 
in  40  Jahren  durch  gleiche  halbjährlich  zu  bezahlende 
Summen  verzinst  und  getilgt  werde.  Ein  Darleiher 
übernimmt  die  Anleihe  zum  Curse  110  statt  100. 

a)  Es  fragt  sich:  Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,  wenn 


■1  LlblbJi 
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die  Schuld  durch  die  erhaltene  Summe  in  40  Jahren 
getilgt  werden  soll. 

b)  Das  erhaltene  Aufgeld,  das  der  Staat  zu  4 Pjo- 
cent  verwenden  kann,  soll  sammt  den  daraus  fällig 
werdenden  Zinsen  zur  Tilgung  der  Anleihe 
werden.  Es  fragt  sich:  reicht  dasselbe  ^ 

und  Verzinsung  aus  oder  muss  der  Staat  halbjährlich 
ausser  den  hieraus  zu  verwendenden  Mitteln  noch  eine 
Summe  zulegen,  und  welche? 

ci  ln  wie  viel  Jahren  wird  die  Anleihe  getilgt  sein, 
wenn  die  Zinse  des  Aufgeldes  zur  Tilgung  derselben 

verwendet  werden?  ; 

Auflösung  zu  a).  Nennt  man  die  Summe,  welche  halbjähr- 
lich zur  Tilgung  und  Verzinsung  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
hei  3,5  Procent  in  40  Jahren  erfordert  wird,  L,  so  hat  man  zu 

ihrer  Bestimmung: 

L.L,L^  L 

l)  10000000  = + |;ör75^  + 1,017^^  + -•1,0175«« 

_ 1 — 1,0175""«« j 49  c^qqqiT 

und  hieraus : 

, 10000000  . 

Um  den  Zinsfuss  zu  finden,  hat  man  die  halbjährliche  Summe 
durch  80  Halbjahre  zu  rabattiren.  Nennt  man  den  jährlichen  Zins- 
fuss a:,  so  wird  die  hieraus  sich  ergebende  Summe  dem  Kapital 
sammt  Aufgeld  gleichzusetzen  sein.  Das  Aufgeld  beträgt. 


10000000. 0,1  = 1000000. 


Hiernach  ist: 


233209,3  233209,3  , ^209^ 

11000000— +••••  l,0a:i«« 


= 233209,3 . 


l-l,0a:i-«« 

0,0a:i 


also : 


1 - 1,0a:,-««  11000000  _ 

— = ^3209,3  - - 
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Wendet  man  nun  die  in  meiner  Anleitung  S.  301.  gegebene 
Methode  an  und  sucht  in  der  entsprechenden  Tafel  in  der  SOsten 
Horizontalreihe  die  Zahl  47,16792  au(,  so  fällt  dieselbe  zwischen 
46,407323  und  50,386657,  also  näher  an  erstere  als  letztere.  Der 
fragliche  Zinsfuss  .Tj  liegt  also  näher  l>ei  1,5  als  bei  1,25.  Inter- 
polirt  man,  so  ergibt  sich  derselbe  zu  1,5  — 0,0477....  = 1,45  ganz 
nahe  und  der  Staat  hätte  hiernach  das  Kapital  in  dem  Zinsfuss 
2,9  zu  verzinsen. 

Untersucht  man  nun  den  gefundenen  Werth  nach  <ler  ersten 
Methode  des  §.59.,  also  mit  Rücksicht  auf  IN'o.  3)  dieses  Para- 
graphen, nach  der  Uleichung: 


5) 

so  hat  man: 


1 I 0145— öu 

^ = '33209,3. 


Ig  1,0145-80=  0,4998360—  1 = Ig0,316J084. 

..  1-0,3161084  233209,3.0,6838916 

_2o3_0.*,3.  _ 0 0145 

lg  233209,3  =5,3677459 

lg  0,68389 16  = 0,8349873^ 

5,2027332 

Ig0,0145  =0,16136^)^^ 

N.  770413652  =10999500. 


6)  Kl  = 10999500. 

Der  so  lür  Äj  gefundene  Werth  ist  daher  von  demjenigen,  der 
nach  No.  3)  hätte  gefunden  werden  sollen,  nur  um  11000000 
- 10999500  = 500  von  dem  richtigen  verschieden.  Der  gefundene 
Zinsfuss  2,9  ist  daher  ganz  nahe  genau  und  um  ein  ganz  Unbe- 
deutendes zu  gross. 


Auflösung  zu  b).  Nach  No.  2)  wird  zur  Tilaung  der  An- 
leihe halbjährlich  die  Summe  233209,3  erfordert.  IVlan  findet  die 
Tilgungssumme  des  ersten  Halbjahres,  wenn  man  den  halbjähr- 
lichen Zinsbetrag  der  Schuld  10000000.0,0175  = 175000  hievon 
abzieht,  und  erhält  daher: 


Al  = 233209,3  — 175000  = 58209,3. 

Soll  nun  das  Aufgeld  von  1000000,  das  zu  4 Proceiit  verwendet 
werden  kann,  zur  Schuldentilgung  während  80  Halbjahren  verwen 
det  werden,  so  ergibt  sich  die  Summe  L,  welche  halbjährlich  hie 
für  disponibel  gemacht  werden  kann,  aus  folgender  Uleichun*»: 


I 
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X 


1000000—  I f I 0.^2  1 J 0O3  ^ 1.028*» 


— 


1 — 1,02-8« 


0,02 


und  hieraus : 

7) 


^ 1000000.0,02  1000000 

1 — 1,02-8«  “ 39,7445136“' 


Hiernach  mu.«s  der  Staat  ausser  den  Zinsen  die  halbjährliche  Summe 

8)  S = 58209,3 — 25 1 60,7  = 23048,6 

zuschiessen,  denn  er  kann  25160,7  aus  dein  Aufgeld  halbjährlich 
schöpfen.  Aus  eigenen  31itteln  hat  dann  der  Staat  halbjährlich 
nur  die  Summe  208048,6  zur  Verzinsung  und  Tilgung  zu  ver- 
wenden, um  in  40  Jahren  die  ganzp  Schuld  zu  tilgen. 

Dass  diese  Werthe  richtig  sind,  ergibt  sich  aus  folgender 
einfachen  Prüfung: 

1 10175-8'»  I 10175-8« 

25160,7.  -0^0, 7^-  + -208048.6. 

= 25160,7.42,8799347  + 208048,6.42  8799347 
= 1078889,3  + 8921 1 10,6  = 9999999,9.  ' 

Auflösung  zu  c).  Da  das  Aufgeld  zu  4 Procent  benutzt 
werden  kann,  so  beträgt  die  Tilgungssumme  eines  jeden  Halb- 
jahres 1000000.0,02  = 20000.  Sie  wächst  in  diesem  Falle  nach 
dem  früher  Gesagten  halbjährlich  um  2 Procent.  Die  Anleihe  wird 
daher  getilgt  sein,  wenn  die  halbjährlich  verwendbaren  Summen 
der  Schuldsumme  gleichkominen.  Diess  führt  zu  der  Gleichung: 

1,02" -1 


1») 


10000000  = 20000. 


0,02 


Hieraus  bestimmt  sich  die  Zahl  der  Halbjahre  (»)  durch 

10) 


_ Jg  1J__  1,0413927  _ 
lsl,02  — 0.0080002“ 


Die  ganze  Anleihe  wird  also  allein  durch  die  Zinsen  des  Auf- 
geldes in  61,5  Jahren  getilgt  sein,  wobei  der  Staat  in  dieser  Zeit 
nur  die  Zinse  der  '\nleihe  halbjährlich  im  Betrage  von  175000 
zu  zahlen  hat. 


§.  63. 

Allgemeine  Bemerkungen  über  Staatsanleihen  und  die 
vorthei  I hafte  ste  Art  ihrer  Tilgung, 

Der  Zweck  der  Aufnahme  einer  Staatsanleihe  ist  die  Befrie* 

IT* 
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Wendet  man  nun  die  in  meiner  Anleitung  S.  301.  gegebene 
Methode  an  und  sucht  in  der  entspreclienderi  Tafel  in  der  SOsten 
Horizontalreihe  die  Zahl  47,16792  auf,  so  fällt  dieselbe  zwischen 
46,407323  und  50,386657,  also  näher  an  erstere  als  letztere.  Der 
fragliche  Zinsfuss  .Tj  liegt  also  näher  hei  1,5  als  bei  1,25.  Inter- 
polirt  man,  so  ergibt  sich  derselbe  zu  1,5  — 0,0477....  = 1,45  ganz 
nahe  und  der  Staat  hätte  hiernach  das  Kapital  in  dem  Zinsfuss 
2,9  zu  verzinsen. 

Untersucht  man  nun  den  gefundenen  Werth  nach  der  ersten 
Methode  des  §.59.,  also  mit  Rücksicht  aut  No.  3)  dieses  Para- 
graphen, nach  der  Uleichung: 


1 — 1,0145*»^ 

'f' = ■»•*209.3. 


SO  hat  man : 


lg  1,0145-8«=  0,4'.»98360—  1 = Ig0,3161084. 

1 - 0,31 61084  >33-209,3 . 0,6838t,  1 6 


A:,  =233209,3. ^ 


0145 


0.0145 


lg  233209,3  = 5,3677459 

lg  0,6838916  = 0,8349873  - 1 

5,2027332 

lgO.0145  = 0,1613680  —2 

N.  770413652  = 10999500 , 

6)  = 10999500. 

Der  so  für  Ki  gefundene  Werth  ist  daher  von  demjenigen,  der 
nach  No.  3)  hätte  gefunden  werden  sollen,  nur  um  11000000 
— 10999500  = 500  von  dem  richtigen  verschieden.  Der  gefundene 
Zinsfuss  2,9  ist  daher  ganz  nahe  genau  und  um  ein  ganz  Unbe- 
deutendes zu  gross. 

Auflösung  zu  b).  Nach  No.  2)  wird  zur  Tilsung  der  An- 
leihe halbjährlich  die  Summe  233209,3  erfordert.  IVlan  findet  die 
Tilgungssumme  des  ersten  Halbjahres,  wenn  man  den  halbjähr- 
lichen Zinsbetrag  der  Schuld  10000000. 0,0175  = 175000  hievon 
abzieht,  und  erhält  daher: 

= 233209,3  — 175000  ^ 58209,3. 

Soll  nun  das  Aufgeld  von  1000000,  das  zu  4 Procent  verwendet 
werden  kann,  zur  Schuldentilgung  während  SO  Halbjahren  verwen 
det  werden,  so  ergibt  sich  die  Summe  welche  halbjährlich  hie 
für  disponibel  gemacht  werden  kann,  aus  folgender  Uleichung: 


I 


K 
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looftnno-  1-1,02-8« 

lUUUUUU  - , t J i J ^^.^3  -J-  ..  . _ />.  ^ - 


lind  hieraus: 

7) 


r _ 1000000 . 0,02  1 000000  ^ 

^ 1 — U02-«<»  “ 39,74451.36'“ 


Hiernach  muss  der  Staat  ausser  den  Zinsen  die  halbjährliche  Summe 

8)  S = 58209,3—25160,7  = 23048,6 

zuschiessen , denn  er  kann  251fi0,7  aus  dem  Aufgeld  halbjährlich 
schöpfen.  Aus  eigenen  Mitteln  hat  dann  der  Staat  halbjährlich 
nur  die  Summe  208048,6  zur  Verzinsung  und  Tilgung  zu  ver- 
wenden, um  in  40  Jahren  die  ganze  Schuld  zu  tilgen. 

Dass  diese  Werflie  richtig  sind,  ergibt  sich  aus  folgender 
einfachen  Prüfung: 

1 — 10175-8"  I 10175-80 

25160,7.  + 208048.6.  — - 

= 25160,7.42,8799347  + 208048,6.42  8799347 
= 1078889,3  -h  8921 1 10,6  = 9999999,9.  ' 

Auflösung  zu  c).  Da  das  Aufgeld  zu  4 Procent  benutzt 
werden  kann,  so  beträgt  die  Tilgungssiimme  eines  jeden  Halb- 
jahres 1000000.0,02  = 20000.  Sie  wächst  in  diesem  Falle  nach 
dem  früher  Gesagten  halbjährlich  um  2 Procent.  Die  Anleihe  wird 
daher  getilgt  sein,  wenn  die  halbjährlich  verwendbaren  Summen 
der  Schuldsumme  gleichkommen.  Diess  führt  zu  der  Gleichung: 

1,02« -1 


fl) 


10000000  = 20000. 


0,02 


Hieraus  Ijestimmt  sich  die  Zahl  der  Halbjahre  (??)  durch 

10) 


lg  11  1,0413927 

” “ lg  1,02  “ 0.0086Ö02  ~ *-l'<^^fl- 


Die  ganze  Anleihe  wird  also  allein  durch  die  Zinsen  des  Auf- 
geldes in  61,5  Jahren  getilgt  sein,  wobei  der  Staat  in  dieser  Zeit 
nur  die  Zinse  der  Anleihe  halbjährlich  im  Betrage  von  17.5000 
zu  zahlen  hat. 

§.  63. 

Allgemeine  Bemerkungen  über  Staatsafileihen  und  die 
vortheilhafteste  Art  ihrer  l'ilgung. 

Der  Zweck  der  Aufnahme  einer  Staatsanleihe  ist  die  Befrie- 
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digung  irgend  eines  eintretenden  Bedürfnisses,  das  nicht  aus  den 
laufenden  Einnahmen  gedeckt  werden  kann.  Diese  Bedürfnisse 
können  verschiedener  Natur  sein  und  in  manc!)erlei  Verhältnissen 
ihren  Grund  haben,  wodurch  sich  wohl  auch  die  Art,  sie  zu  til- 
gen. bedingen  wird.  Hieher  gehören  Ausgaben  voi»  vorübergeh- 
ender Natur,  wie  der  einmalige  Ausfall  in  den  Jahreseinnahmen 
und  ein  dadurch  entstehendes  Deficit,  oder  Ausgaben  für  blei- 
bende  Einrichtungen,  wie  die  Anlase  der  Eisenbahtien . Verkehrs 
wege,  Culturverbesserungen , Herstellung  von  Gebäuden,  Einrich- 
tung neuer  Industrie- Anstalten  ii.  s.  w. 

Es  kann  mm  nicht  die  Absicht  sein,  hier  auf  eine  Erörterung 
dieser  Bedürfnisse  einzugehen,  da  unsere  Anfinerksainkeit  nur 
darauf  gerichtet  ist,  die  vorfheilhafteste  Einrichtung  der  Tilgungs- 
pläne anzudeuten. 

Nach  den  in  diesem  und  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  an- 
»estellten  Untersuchungen  treten  hauptsächlich  drei  Tilgnngspläne 
hervor,  die  Berücksichtigung  verdienen: 

a)  Tiluungspläne,  hei  « eichen  die  Zahliingssnmmen  alinehmen, 

b)  solche,  bei  welchen  die  Zahliing.ssnmmen  znnehmen,  und 

c)  solche,  hei  welchen  dieselben  gleich  gross  sind. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  im  ersten  Falle  die  Gegenwart  und 
die  ihr  zunächst  liegende  Zeit  mehr  als  die  spätere  Zukunft  be- 
lastet und  die  Steuerkraft  der  .Staatsangehörigen  in  ungleichem 
Maasse  in  Anspruch  genommen  wird.  Dasselbe  gilt  umgekehrt 
ini  zweiten  Falle,  in  welchen«  die  (Jegenwart  und  die  ihr  zunäch.st 
folgende  Zeit  auf  Kosten  der  späteren  Generation  erleichtert  wird. 
Beiden  Ungleichheiten  begegnet  die  dritte  Tilgnngsart,  indem  die 
frühem  und  spätem  Generationen  gleichförmig  belastet  werden. 

Die  erste  Tilgungsart  ist  die  ungewöhnliche,  und  es  ist  mir 
nicht  bekannt,  dass  ein  derartiger  Tilgungsplan  von  den  Finanz- 
verwaltungen gewählt  wurde.  Dennoch  möchte  es  Fälle  geben, 
worin  diese  Tilgungsart  gerechtfertigt  wäre,  namentlich  dann, 
wenn  ein  vorübergehender  Ausfall  in  den  Einnahmen  durch  eine 
.Anleihe  gedeckt  werden  soll.  Man  kann  wohl  verlangen,  dass 
wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  Einnahmen  zur  Deckung  der  lau- 
fenden Verwaltungskosten  nicht  hinreichen,  die  Gegenwart  ge- 
halten sei,  ihre  Bedürfnisse  aus  ihren  Mitteln  durch  Einhebung 
vorübergehender  höherer  Steuerbeträge  zu  bestreiten.  Ist  diess 
aber  nicht  möglich  oder  wird  dieser  Weg  nicht  betreten,  so  ist 
es  billi",  dass  die  Jetztzeit  in  diesem  Falle  stärker  belastet  werde, 
als  die  Zukunft,  und  sich  nicht  auf  Kosten  der  spätem  Genera- 


tion erleichtere.  Jedenfalls  dürften  Tilgungspläne  mit  wachsen- 
den Snmmen  hier  nicht  gewählt  weiden.  Ein  Gleiches  gilt  bei 
solchen  Einrichtungen  oder  Verbesserungen , welche  hauptsächlich 
im  Interesse  der  Gegenwart  begründet  sind. 

Häufiger  wird  die  zweite  Art  gewählt,  wornach  die  Anleihen 
j iliirch  steinende  Zahlungssumnien  getilgt  werden.  Diess  ist  der 

Fall  hei  der  grossherzoglich  badischen  Eisenbahn  - Anleihe  vom 
Jahre  184.')  (§.  56.)  und  auch  bei  der  Lotterie- Anleihe  vom  Jahre 
1840,  worüber  das  Nähere  in  meiner  „Theorie  der  Lotterie- An- 
iehen“  iiachznselieii  ist.  Diese  Tilgungsart  mag  zum  Theil  in 
der  Neigunn  einer  Finanzverwaltung  liegen,  die  Befriedigung  der 
dem  Staate  obliegenden  Schuldigkeiten  der  spätem  (ieneration  zu 
überant« orten.  Doch  ist  abgesehen  von  dieser  Möglichkeit,  nicht 
zu  verkennen,  dass  diese  Tilgungsweise  hei  vielen  Fällen  in  der 
Sache  begründet  ist.  Hieher  gehören  alle  Anleihen,  die  für  Eisen- 
bahnen oder  solche  Verbesserungen  und  Einrichtungen  gemacht 
werden,  deren  Vortheile  und  Erträgnisse  sich  erst  vollständig  in 
der  Ziikunlt  enfnickeln,  also  auch  dieser  zu  gut  kummeii.  Es 
ist  daher  gerechtlertigt,  dass  die  spätere  Generation  eine  dem 
grössern  Vortheil  entsprechende  grössere  Belastung  übernehme. 
Ferner  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  mit  V'erhesserung  der  Ver- 
kehrswege sich  die  Industrie  und  der  Verkehr  und  dadurch  die 
Steuerkraft  hebt,  und  daher  der  Zukunft  eine  grössere  Belastung 
angeinuthet  u erden  kann.  ' 

VVeniser  aL'S  der  zweite  ist,  so  viel  mir  bekannt,  der  dritte 
Weg  betreten.  Hierher  gehört  die  preussische  Anleihe  vom  Jahre 
1859  (§.  58.),  die  durch  gleiche  Zahlungssummen  getilgt  wird. 
Sie  dürfte  sich , obwohl  wenig  benutzt,  als  sehr  vortheilhaft  erweisen. 

Betrachtet  man  nämlich  den  Staat  im  Allgemeinen,  als  nicht 
einem  bestimmten  Zeitraum  angeliörig  und  in  seinem  Bestehen 
nicht  an  einzelne  Jahre  geknüpft  und  eingeschlossen,  sondern  als 
von  einem  höhern  Standpunkte  aus  die  zeitlichen  Bedürfnisse 
beobachtend  und  ihre  Befriedigung  überwachend,  die  Wünsche 
und  Hoffnungen  der  Zukunft  über  den  Interessen  der  Gegenwart 
nicht  vergessend,  und  umgekehrt,  ausgleichend  nach  allen  Be- 
^ Ziehungen,  hestimdig  in  zeit-  und  .sachgemässer  Entwickelung 

) begriffen,  als  einer  und  derselbe  in  allen  Verhältnissen  und  Zei- 

ten, so  dürfte  eine  gleichförmige  Belastung  seinem  Wesen  und 
der  Förderung  seiner  Interessen  am  sachgemässesten  entsprechen, 
und  jedenfalls  derjenigen  vorzuziehen  .sein,  welche  eine  Zeitpe- 
riode vor  der  andern  erleichtert,  wenn  nicht  entscheidende  Gründe 
i eine  Ausnahme  bedingen.  Treten  diese  aber  maassgebend  ein, 
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SO  wird  nach  dem  (lesa^ten  im  einzelnen  Falle  immer  ilie  rich- 
tige Aus^leieluinj,^  befunden  werden  können.  Wird  in  einem  sol^ 
chen  Falle  ein  Tilgungsplan  etwa  mit  steigenden  Zahlungssummen 
lür  einen  grr»ssern  Zeitraum  gewählt,  so  dürfte  daliin  zu  wirken 
sein,  dass  sich  dieselhen  nicht  schliesslich  zu  einer  solchen  Höhe 
erheben,  dass  die  Hurchführung  illusorisch  gemacht  und  selbst 
wieder  eine  neue.  A_nleihe  erfordert  wird,  um  dem  Staate  die  Ein- 
f7altung  seiner  VerptlichtungerTzfrernMÖgl^  Hiedurch  würde 

die  Tilgung  der  Anleihe  nicht  erwirkt,  sondern  aul  einem  spätem 
Zeitraum  hinausgeschoben. 

— Diese  iJemerkungen  finden  z,  B.  ihre  Bestätigung  hei  der  Tilr 
gung  der  badischen  Lotterie-Anleihe  vom  Jahre  18io  im  Betrage 
von  5 Millionen  (julden,  die  einen  Zeitraum  von  25  Jahren  umfasst. 

Diese  Anleihe  ist  auf  den  sehr  günstigen  Zinsfuss  3,5  basirf, 
wird  a!>er  nach  einem  so  ungünstigen  Plane  getilgt,  dass  die  an- 
fängliche Schuld  von  500000Ü  nach  16  Jahren  sich  auf  die  Höhe 
voo  55Ü3176  Guide»  steigert,  anstatt  zu  sinken,  und  die  eigent- 
liche Kapital- Abtragung  in  die  letzten  8 Jahre  des  Tilgungsplans 
zurückgedrängt  vrird.  Diess  hat  zur  Folge,  dass  die  letzten  acht 
Zahlungssumnien  zusammen  5971675  (nahe  6 Million  Gulden)  und 
die  drei  letzten  je  eine  Million  in  runder  Zahl  betragen,  nährend 
eine  Keihe  von  Zuhlungen  in  den  Irüheren  Jahren  nicht  einmal 
tlie  Zinse  der  Schuld  absorhirt. 

Aut  das  Cnvortheilhafte  solcher  Tilgungspläne  habe  ich  schon 
in  meiner  „Theorie  der  L o t teri  e - A nl  eh  en“  pag.  43.  u.  H'. 
autmerksam  gemacht  und  verneise  deswegen  dorthin. 

Ist  nun  ein  Tilgungsplan  auch  auf  ganz  ungünstige  Welse 
entworien  und  festgestellt,  ;so  kann  allerdings,  vrie  ich  schon  in 
meiner  Anleitung  gezeigt  habe,  und  wie  auch  aus  den  in  diesem, 
dem  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen  hervorgehti 
naehgewiesen  werden,  dass  die  nach  ihm  fälligen  Zahlungssummen 
(Zinse  und  Tilgungssuuimen)  immer  auf  den  VVerth  der  aufge- 
nomnienen  Schuld  zurückführen,  wenn  sie  in  demselben  Zinsfuss 
rahatfirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird.  Objectiv  er- 
gibt sidi  also  hieraus  kein  iNachtheil  für  den  Schuldner.  Deii- 
iKwh  k inn  eine  Schuld  nach  verschiedenen  Tilgiingspläneti  zurück- 
gezahlt werden,  und  es  wird  sich  zeigen,  dass  in  dem  einen  oder 
andern  Falle  eine  grössere  oder  kleinere  Gesammtsumme  in  dem 
nämlichen  Zeitraum  gezahlt  werden  muss,  wenn  man  sämmtliche 
Zahlungssummen  unter  einander  vergleicht,  während  die  Kabatti- 
rung  in  dem  einen  oder  dem  andern  Falle  immer  auf  die  gleiche 
Summe  führt.  Im  zweiten  und  dritten  Kapitel  wnrde  schon  in 
den  bezüglichen  Fällen  hierauf  hingewiesen. 
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Es  ist  nun  klar,  dass  jeder  Privatmann,  der  eine  Schuld  zu 
tilgen  hat,  denjenigen  Tilgungsplan  vor  dem  andern  wählen  wird, 
welcher  von  ihm  im  Laufe  der  Zeit  die  geringeren  Zahlungssum- 
men fordert.  Eine  sorgfältige  und  sparsame  Finanzverwalfung  wird 
wohl  dasselbe  thun  Es  dürfte  sich  daher  der  Mühe  lohnen,  den 
nähern  Nachweis  über  tlie  vortheilbafteste  Einrichtung  tler  J’il- 
gungspläne  zu  geben. 

§.  64. 

Fortsetzung. 

Zur  Lieferung  dieses  Nachweises  nehmen  «ir  die  Elemente 
aus  dem  dritten  Kapitel  und  vergleichen  die  verschiedenen  Til- 
gungspläne nach  dem  in  §.  63.  gegebenen  Schema  unter  einander. 

a.  Tilgungspläne  bei  gleichen  Abtragssummen. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich  und  soll  die 
Gesammtsumme,  welche  im  Laufe  der  Tilgungszeit  zu  zahlen  ist, 
bestimmt  werden,  so  hat  man  die  ln  No.  I)  §.  32.  angegebenen 
Werthe  zusammen  zu  zählen.  Hiernach  erhält  man  : 

•)  Si=iiA  ^nK.(S,Qp  — ^ — ^.0,0;j 

= nA  A-n{K—{n  — 1)^).0,0/>. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjährlich, 
so  ergibt  sich  die  Gesammtsumme  für  die  rälligen  Werthe  aus 
der  Gleichung  No.  8)  §.  32.  und  man  erhält: 

«2  = nA  T %iK.  Qfipi  - 2 ~y~2~  A . 0,0p, . 

Da  nun  2.0,0/?i  = 2.0,0|  = 0,0;?  ist,  so  entsteht: 

2)  «2  = «^  + A.0,0p. 

Nach  No.  1)  und  No.  2)  ist  S,=S.^.  Diess  führt  zu  dem  Satze: 


3)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssummen 
getilgt,  und  geschieht  die  Tilgung  jährlich,  die  Ver- 
zinsung aber  jährlich  oder  halbjährlich,  so  ist  die 
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Summe  sammtllcher  nach  den  beiden  Tilgungsplänen 
tälligen  Zahlungsleistungen  gleich  gross. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  so, 
dass  die  halbjährliche  Tilguntrssiimme  die  Hälfte  der  jährlichen 
‘^1  — so  kommt  die  Gleichung  No.  12)  §.  32.  in  Anwendung 

und  die  Summe  sämmtlicher  nach  dem  Tilgungsplane  fällig  iver- 
denden  Zahlungen  ist: 

4)  «3  = 2nAt+  2njsr.0,0pt  ~ . 0,0/?, . 

iXiin  ist  2Jj  = A,  2.0,0pi=0,0p,  (2?i-1).  At=2(n-i)A,=(n-^)A, 
utifl  hieraus  durch  Einföhruns: 

<^3  = 4-nÄ'.  0,0/?  — n(n  — ^)^.0,0/> 

= nJ  — ^).0,0p. 

Vergleicht  mau  nun  S,  oder  S.j  mit  S3  und  bemerkt,  dass 

I 

{K-{n- 1)  |)  0,0/?  >(ür  - («  - 1)  I)  0,0/?  ; 

I 

oder 

(K-  ^ + ^)0,0/?  0,0/? , 

SO  folgt  hieraus: 

6)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssum- 
men getilgt  und  geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung 
halbjährlich  und  so,  dass  die  halbjährliche  Tilgungs- 
summe die  Hälfte  der  jährlichen  Tilgungssumme 
(Ai~^A)  beträgt,  so  ist  die  Summe  sämmtl  ich  er  nach 
dem  Tilgnngsplane  fälliger  Zahlungsleistungen  klei- 
ner, als  wenn  die  T i I gun  g j äh  r 1 ic  h und  die  Verzinsung  i 

jährlich  oder  halbjährlich  in  der  gleichen  Zeit  ge-  \ 

schiebt. 

Derselbe  »Satz  gilt,  wenn  die  Abtrags-  oder  Tilgungssummen 
um  gleich  viel  zu-  oder  abnelimen. 

Schon  in  33.  und  36.  u.  s.  w.  wurde  im  hesondern  Fall 
auf  diesen  Satz  bingedeutet.  Hier  (indet  er  sich  bewiesen. 


I 
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b.  Tilgungspläne,  hei  welchen  die  Abtrags-  oder  Til-  I 

\ 

gungssunimen  in  einer  geometrischen  Progression  ^ 

wachsen. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich,  so  ergibt  sich 
lü’r  die  Summe  aller  nach  dem  Tilgungsplane  erforderlichen  Zah-  } 

lungsleistungen  aus  No. 5) §.39.  durch  folgende  Gleichung:  | 


1 0?/’^  — 1 


A.0,0p  l,0?c" — \ iiA.QJdp 

“ö;ü^  ö,ö^~+“ö;ö«r~ 


= «^.0,0/?  + 


l,0io”— 1 
0.0m,  ■ V 


0,0^ 

• 0,0m,  ’ ' s 


wenn  A.Ofip,  um  die  Reihen  zu  vervollständigen,  zu-  und  abge 
zählt  wird.  Ist  7i  keine  ganze  Zahl,  so  muss  noch  die  Restschuld 
Sn  zugezählt  werden. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  \ erzinsung  halbjähr- 
lich, so  entsteht  aus  No,  16)  §.  39.  für  die  Gesammtsumme  aller 
nach  dem  Tilgungsphn  fälliger  Zahlungsleistungen: 


= 2nK.0,0pi  + A- 


1,0m,”  - 1 
0,0?/, 


2A.0,0pi  1 ,0iv"  — 1 2nA.0,0pi 

0,0m,  ‘ 0,0w  '•  O.Otc 


= nK.OfOp  + A . 


1,0?/’”  — 1 
0,0?/, 


\ 0,0?/,/  0,0?/, 


Auch  hier  ist  erforderlichen  Falls  die  Restschuld  S„  zu  berück- 
sichti2:en.  Aus  No.  7)  und  No.  8)  folgt,  dass  S,  = ist.  Der 
in  No.  3)  aufgestellte  Satz  gilt  auch  hier. 

Geschieht  aber  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich,  so 
kommt  No.  21)  §.  39.  in  Anwendung.  Setzt  man  nun,  um  eine 
Vergleichung  mit  No.  7)  und  No.  8)  zu  gewinnen,  den  Procent- 
satz, um  welchen  dieTheilungssumme  halbjährlich  wächst,  ?/,^  = l^o, 
und  die  halbjährliche  Tilgungssumnie.  die  vorerst  in  Fräse  steht 
Al,  so  ist  die  Gesammtsumme  aller  Zahlungsleistungen: 


S3='2nK  .OfOpiA  A I 


l,0?/’t^”— 1 
0,0m,, 


-^1 


.0.0/?, 

0,0m,,  ’ Vervollständigung  der  Reihen  zu-  und  abge- 


zählt  wird.  Da  nun  2.0,0/?,  =0,0/?, 
Gleichung  in  folgende  über: 


0,0/?i  0,0/?  . 

0,0?c,  — o;Ü?Z'  seht  diese 


I 


1 1 
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. /.  0,0p\,^  , OMp 

9)  S3_«a:.0,0/>  + .Ji.  (^1  0,0  J ■ 0,0«;  ’ 


wobei  noch  erforderlichen  Falls  Äa«  zujjezählt  werden  muss. 

Vergleicht  man  nun  iVo.  9)  mit  No.  7)  oder  No.  8),  so  ist  zu 
bemerken,  dass  es  sich  in  beiden  Fällen  um  Tilgung  einer  und 
derselben  Anleihe  K in  dem  gleichen  Zeitraum  « handelt,  und 
dass  die  Anleihe  getilgt  sein  wird,  wenn  die  sämmtlichen  Til- 
gungssummen der  Anleihe  gleich  gekommen  sind.  Hiernach  hat 
man  für  No.  7)  und  No.  8): 

I 


0,0«; 


und  für  No.  9) ; 


jr=  J,. 


1,0«;, 2«  — I 


0,0«;, 


und  hieran;^ : 

10) 


A. 


1,0«;^  — 1 . 1,0m',2» — 1 

— Al . 


0,0«; 


0,0«;, 


Wendet  man  den  Inhalt  dieser  Gleichung  auf  die  Beurtheilung 
des  Werthes  von  N,  und  S^,  in  Beziehung  auf  S3  an,  so  zeigt 
sich  in  No.  7),  No.  8)  und  No.  9)  dass  die  beiden  ersten  Glieder 
einander  gleich  sind  und  dass  daher,  wenn  N3  von  N,  oder 
verschieden  ist,  der  Grund  des  Unterschiedes  in  dem  dritten 


. 7iA.i),0p  , 2nAi.0,0p  ,, 

Gliede  — — - und  — " liegen  müsse.  Um  diess  zu  be- 


0,0«;  0,0«; 
stimmen,  dient  die  Gleichung  No.  10).  Aus  ihr  erhält  man,  wenn 
die  rechte  Seite  mit  2 multiplicirt  und  dividirt  wird : 


, 1,0«;”— 1_  2/1,  .1,0«;, 2”  — 1 „ , 1,0«;, 

0,0«;  “ 2.0.0IC,  -^^1*  0, 


1,0«;,  2«—  1 


0«; 


und  hieraus : 

11) 


2Ai 


l,0«',2n^l 

To«;”  — 1 


Da  nun,  wie  früher  gezeigt  wurde,  l,0rc,2”  — l > 1,0«;" — 1, 

wenn  ro,  =|«;,  so  ist  auch  A > 2.1,  oder  > .<4, , folglich  auch 
ft/4.0,0;>  . 0,0/> 

nru»“  > • o,o»- 


Hieraus  folgt,  dass  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  S,  > S3 
ist.  Es  gilt  daher  auch  der  in  No.  0)  aufgestellte  Satz  jedoch 
unter  der  Voraussetzung: 


1 
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12)  (lasH  die  T il  g uii  gss  u m m e des  ersten  Halbjahres 
kleiner  als  die  Hälfte  von  der  des  ersten  Jahres  in 

No.  7)  oder  No.  8)  ist,  Jj  < 

4 

Die  Irühere  Voraussetzung,  dass  ist  nicht  zulässig, 

wie  sich  leicht  zeigt.  Setzt  man  nämlich  in  No.  9),  so 

geht  diese  Gleichung  nach  den  gehörigen  Veränderungen  in  fol- 
gende über: 

U)  \ = nK.0,i)p  + -c  . (I  - , 

da  2.0,0?C|  =*0,0«<3  ist  Es  wird  daher,  da  — 1>  GOzo'*  — 1 

ist,  ^ S3  sein.  Dieses  Resultat  steht  im  Widerspruch  mit 
No.  10),  weil  offenbar 

4 ^ A A 1^0«;, - 1 

4.T  • 


• ~ 0,0'«;~  T • ~0,ÖWI 


0,0«; 


ist,  also  nicht,  wie  No.  10)  verlangt,  gleich  gross  sein  kann. 

Wird  dennoch  /l,  =^A  in  No.  21)  §.  39.  oder  in  No.  9)  dieses 
Paragraphen  gesetzt,  so  ist  die  nothwerulige  F^olge,  dass  2n<» 
sein  muss,  um  der  Gleichung  No.  10)  zu  genügen,  und  wenn  der 
Tilgungsplan  No  21)  §.  39.  in  Kraft  bleihen  soll.  Ist  aber2n<7«, 
dann  wird  auch  der  Satz  No.  6)  wieder  in  Kraft  treten. 

c.  Tilgungspläne,  bei  welchen  die  Zahlungssummen 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  gleich  gross  sind. 

Die  zu  gewinnenden  Kesultate  ergeben  sich  in  diesem  Falle 
sehr  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  sofort  nach  No.  14)  §.  39, 
der  Zinsfuss  und  der  Procentsatz,  um  welchen  die  Tilgungssum- 
meii  steigen,  einander  gleich  sein  müssen.  Setzt  man  daher  />  = «;, 
so  hat  man  hei  jährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  aus  No.  7): 

14)  S,  = nK.  0,0/7  f hA  = w (K.  0,0p  + A) ; 

l»ei  jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  aus  No.  8); 

15)  «2  = 2nK . 0,0/7,  + - ^4^T/^  = " ; 

bei  halbjährlicher  l’ilgung  und  Verzinsung  aus  No.  9)  ; 

16)  «3  = 2»Ä'.  0.0/7,  + 2»  A,  = n (K.  0,0p  + 2.4, ) , 

und  es  ist  S,  = Sg  < S,  =S.2,  da  Ai  <i/l  ist.  Diese  Sätze 
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rechtfertigen  sich  auch  einfach  dadurch,  dass  AT. 0,0/>+^  in  den 
beiden  ersten  Gleichungen  die  jährliche  und  in  No.  16) 

die  halbjährliche  Zahlungsleistung  ausdröckt  und  Ai  <^iAi  sein  muss. 

Hieraus  entnimmt  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

17)  Die  halbjährliche  Tilguii«  und  Verzinsung  einer 
Anleihe  ist  unter  den  genannten  Bestimmungen  vor- 
theilhafter,  als  die  jährliche  Tilgung  bei  halbjährli- 
cher oder  jährlicher  Verzinsung,  denn  die  aus  ihr  hervor- 
gehenden Gesammtzahlungen  belasten  den  Schuldner  in  geringerem 
Maasse,  als  die  jährliche  Tilgung  mit  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung. 

^ Der  hier  nachgevviesene  Vortheil  geht,  vvie  man  sieht,  einzig 
aus  der  Einrichtung  des  Tilgungsplans  hervor  und  empfiehlt  sich 
von  selbst  allen  sorgfältigen  Finanzvervvaltungen.  ln  den  meisten 
: ndr  bekannten  Tilgungsplänen  ist  diese  Einrichtung  nicht  zur  Aus- 
führung gebracht,  ob  sie  gleich  im  Interesse  des  Staates  liegt 
und  sich  leicht  in  der  Wirklichkeit  ausführen  lässt,  ohne  die  In- 
teressen der  Staatsgläubiger  im  Mindesten  zu  verletzen. 

§.  65. 


Anwendung. 

Das  Gesagte  soll  an  besondern  Fällen  nachgewiesen  werden. 
Wir  wählen  hiezu  die  schon  behandelte  badische  und  preussische 
Anleihe. 


■ Wird  die  badische  Anleihe  im  Betrage  von  10  Millionen  Gul- 
den hei  4 Procent  in  einem  Zeiträume  von  44  Jahren  dorch  gleiche 
Abtragssumrnen  getilgt,  so  ergibt  sich  die  Gesammtsumme,  welche 
bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher  Verzin- 
sung auf  die  Heimzahlung  verwendet 'werden  muss,  nach  ^o.  I) 
und  No.  2)  §.  64.,  wenn 


Ä = 10000000,  y>  = 4,  n = 44, 
gesetzt  wird.  Es  entsteht: 


10000000 

44 


227272,72 


.S,  =44.227272,72  + 44. 10000000 . 0,0  1 4 


-14. 44 

1.2 


.227272,72.0,04 


= 10000000  I 17600000—4600000 


=•23000000, 
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bei  halbjährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  nach  No.  4)  §.64. , da 

10000000  


A,= 


— = 113636,36....  ist: 


SK  S7 

Ag  = 88. 1 13636  .36  88. 10000000 .0,02  - , 1 13636,36. 0,02 

= 10000000  4 17600000-8700000 
= 18900000. 

Nach  dem  vom  Staate  aulgestellten  Tilgungsplane  ist  zu  zahlen 
bei  jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  nach  No  8)  §.64.: 


S,  = 44.1 0000000 . 0,04  1 50000  — • (^  I - 

+ 44.500  00.^^  + S44 

= 17600000-h50000. 199,7580319.1  -|  12098,406 

= 17600000  I 3329300,5315  + 1466666.66....  -f  1'2098,406 
= 2-2408065,604. 

% 

Würde  diese  Anleihe  unter  den  nämlichen  Bedingungen  durch 
halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung  zurückgezahlt,  so  wäre  die 
Tilgungssunime  des  ersten  Halbjahres  für  rüj=3: 

10000000.0,03  10000000 

‘ “ 1,0388  - 1 —4 15,9853932  ~ -4039,3 , 

lg  10000000  = 7,0000000 
lg  415,985393  = 2,6190781 

N.  4,3809219  = 24039,30. 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  No.  9)  §.64.  entsteht: 


I 0388 1 

S3  = 44 . 10000000 . 0,04  + 24039,3 . ' J -h  88 . *24039,3 . | 

= 17600000  + 3333333,33  + 1410305,6 
= 2-2343638.9. 


Wurde  die  Anleihe  durch  gleich  grosse  Suimnen  in  44  Jahren 
zuriickcezahlt  u erden,  so  hat  man,  um  die  Gesammtsumme  der 
Zahlungen  bei  iährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsune  zu  erhalten,  zuerst  die  Tilgungssumme  des  .ersten 
Jahres  A bei  4 Procent  zu  bestimmen.  Es  ist; 

10000000.0,04  10000000 

lg  10000000  =7,0000000 
' 1 g 1 1 5,4 1 287  =:^,062-.^42 

N.  4,:037 7458  = 80645,0. 

I)ur(;h  Ejintührnng  dieses  Werthes  in  No.  14)  oder  No.  15)  §.64. 
entstellt : 

5)  Ni  = 44  (10000000 . 0,04  i 86045,40)  = 44 . 480645,40 

= 21412400,24. 

(Geschähe  unter  dieser  Voraussetzung  Tilgung  und  Verainsung 
balbjährlich,  so  hat  man  die  Tilsjunessumme  des  ersten  Halbjah 
res  Al  zu  bestimmen.  Sie  ist: 

1 0000000 . 0,02  1 0000000 
.4,  = I _ T = msmon = *-** ' • 

lg  10000000  =7,0000000 

lg  235,61770=  2,3722080 

N.  4.6277020  = 42441 ,63. 

■'  * 

Durch  E:inführung  dieses  Werthes  in  No.  16)  §.64.  entsteht: 

6)  83  = 44  ( 1 0000000 . 0,04  f 84883,26)  = 44 . 484883,26 

= 21334803,44. 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  Resultate  ergibt  sich, 
dass  in  den  verschiedenen  Tilgungsplänen  die  Werthe  der  »S3 
(halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung)  einen  Vortheil  gegen  die 
der  Ni  (jährliche  Tilgung  und  jährliche  oder  halbjährliche  Ver- 
zinsuns)  zeigen.  l>ei  iler  Heimzahlung  durch  gleichheitliche  Til- 
gungssummen No.  1)  und  No.  2)  tritt  diess  am  stärksten  hervor, 
wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  in  diesem  Falle  die  Gegen- 
wart und  die  ihr  zunäch.st  liegende  Zeit  stärker  und  zu  Gunsten 
der  spätem  Zeit  belastet  werden  würde. 

Die  in  No.  3)  — No.  0)  gefundenen  Werthe  ordnen  sich  in  der 
Reihenfolge,  wie  sie  hier  zusammengestellt  sind.  Der  vom  Staate 
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testgestellte  Tilgungsplan  erfordert  nach  No.  3)  im  Ganzen  die 
Summe  von  2240800.5,6,  während  eine  einfache  ümänderung  in 
einen  Tilgungsplan  mit  halbjährlicher  Verzinsung  und  Tilgung  nach 
No.  6)  nur  eine  Summe  von  21334863,41  erfordert,  also  inr  Gan- 
zen  die  nicht  unbeträchtliche  Erleichterung  von  1063202,16  gewährt 
haben  würde.  Vergleicht  man  nun  mit  diesen  Resultaten  den  in 
§.  56.  No.  /)  und  No.  8)  gegebenen  Tilgungsplan , so  schliesst  sich 
hieran  der  weitere  Vortheil,  dass  die  .lahreslei.stungen  nicht  die 
bedeutende  Hübe  erreichen,  wie  diess  dort  der  Fall  ist,  wo  sie 
sich  schliesslich  bis  über  600000  erheben.  Allerdings  stehen  die 
Zahlungssummen  der  ersten  Jahre  etwas  hrdier.  Dieser  Unter 
schied  beträst  aber  höchstens  etwas  über  30000,  der  sich  übri- 
gens durch  die  steigenden  Summen  in  No.  8)  §.  .56.  bald  ausgleicht. 

Wendet  man  nun  diese  Sätze  auf  die  preussische  Anleihe 
vom  Jahre  1859  an,  so  ist  die  Summe,  Vielehe  in  36  Jahren  bei 
jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  erfordert  wird, 
nach  No.  1.5)  §.  64..  wenn  w=36,  77  = 5,  .4  = 300000  ge.sefzt  wird  : 

M 


N,  =36(30000000.0,05  4-300000)  f 
= 64800000  E 1249103,1843  = 00049103,184 


Geschähe  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich,  so  kommt 

No,  16)  §.  64.  zur  Anwendung  und  man  hat  zuerst  .4,  zu  bestim- 
inoTi.  Es  ist: 


X 


A ~ ; 0,025  _ 30000000 

' l,Ö25J^2—  1 — 196,6891225  ~ • 

lg  300  0 0 0 00  = 7,4771213 
lg  196,689122  = 2,2937803 

N.  .5.18.3.3410  = 152524.9, 

und  durch  Einführung  entsteht: 

8)  S3  = 72(300  0 0000  0,025  + 152524,9)  = 72. 902524,9 
= 64981792,8 


Der  Werth  vo„  a,  = 152524,9  bt  in  Ne.8)  grheser  als  ä7  = l50000. 
Diess  rührt  von  dem  Zutritt  der  Restschuld  ^35  = 1249103,18  her. 

Würde  man  rt,  = j.4=  1.50000,  die  Hälfte  der  jährlichen  Ti|. 
gunseenmme  nählen,  so  rvürde  eich  der  Tilgnngeplan  „ach  dem 
in  §.  04.  Gesagten  etwas  modificiren.  Dann  ist  zuerst  die  Til- 
gungszeit zu  bestimmen.  Sie  ergibt  sich  aus: 

1,025^"  - 1 _ 30000000 
0,025  — 15Ö000  — 


I 

\ 
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und  beträgt  nach  den  Tafeln  73  Halbjahre  oder  36,5  Jahre,  während 
der  vom  Staate  angenommene  Tilgungsplan  36,723  Jahre  nach 
No.  6)  §.  58.  umfasst. 

Berechnet  man  hiernach  die  zur  Heimzahlung  der  Anleihe  er- 
forderliche Gesammtsumme,  so  hat  man  die  Hestschuld  für  das 
36ste  Jahr  zu  bestimmen.  Sie  beträgt : 

1 025^2 1 

= 30000000  — 150000. 

= 30000000  - 150000. 196,6891225 

= 496631,625. 

Die  Gesammtsumme  beträgt  daher  nach  No.  16)  §.  64. : 

9)  = 36  (30000000 . 0,05  + 2 . 150000)  + 

= 64800000  4 496631,625  = 65296631,625. 

Aus  der  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  Si  in  No.  7)  err 
gibt  sich  eine  Verminderung  von  nur  752471,559  Thlr.,  die  jedoch 
noch  immer  nicht  unbedeutend  ist. 

Die  beiden  hier  betrachteten  Anleihen  sind  nicht  von  beträcht- 
licher Grösse.  Es  ist  aber  klar,  dass  bei  Anleihen  von  100  und 
mehreren  Hundert  Millionen  sich  dieser  Vortheil  bedeutend  stei- 
gert. Jeder  Staat  kann  sich  diesen  Vortheil  aneignen,  denn  es 
^ ist  nur  eine  Umänderung  in  der  Tilgungsweise  und  der  ^nfüh- 
t rung  halbjährlicher  statt  jährlicher  Tilgung  nöthig,  und  diess  kann 
zu  jeder  Zeit  geschehen. 
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Fünftes  Kapitel. 


Heber  die  Bereclmunff  der  Kapitalwerthe  bei  ver- 
schiedenen Haupt-  und  Zinses*in§en  und  über  Ter- 

niinreehnung^. 

§.  66. 

A.,„  acl,..e„  ,1er  Ka ] tal  ,v c r I Ire  Iroi  vereel,  ie,l erren 

Haupt-  und  Z i n s e s z i n s e n. 

In  der  neueren  Zeit  wurde  in  die  politische  Arithmetik  eine 
besondere  Methode  eingefübrt,  die  Wertbe  der  Kapitalien  L be- 

lechnen,  uenn  die.selben  grössere  Hauptzinse,  die  Zinse  selbst 
a!)er  kleinere  Zinse  abvverfen. 


fäMi-^7  »"'I  -vird  anger, endet  Irel  Snnrnrer.,  deren 

aM,„e  Z nsen  rnclrt  auni  kapital  geschlagen  „erden  Unnen  oder 

»o  nnhedentend  sind,  dass  sie  nicht  sogleich  nieder  als  Karrhal 

fieler'  r'-l  f. “"S'l'St  »erden  Ir  linnen , „ohei  sich  aber 
Ge legenhert  hretet.  auch  kleinere  Snnnnen  „ie.lrigerem  Zin" 

so'l' h^"‘''r'-n"'*’  ""  mrfcrznhringen.  ■ Ferner  in 

olchen  Fallen,  rvenn  der  «erlh  von  (.■rn,„|st,icken  oder  Wa," 

ungen  herechnet  „erden  soll,  die  in  regelmässigen  oder  unre- 

.gdnrassrgen  Zertahschnillen  Renten  almerren.  „„i,ei  ein  nie^  er 

Zmslnss  Inr  dre  Berechnnng  der  Zinsesainsen  ananrveTder  iir 


Diese  Rechminirsweise  so!l  hier  zu  y i 
I »erden,  um  die  Frage  zu  heanlrvorten  : in  wie  frrrtl'iese'MeTh'l ' 

j ten  lalbg  werden,  brauchbar  und  zulässig  ist? 


8 
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Nennt  man  den  Zinsfiiss,  in  welchem  das  Kapital  K verzinst 
wird,??,  denjenigen,  in  welchem  die  aus  dem  Kapital  fälligen 
Zinse  Z verzinst  werden,  rj,  so  ist  der  jährliche  Zinsenertrag 
des  Kapitals : 

1)  Z=K.0,0;?, 
und  die  Aufgabe  stellt  sich  so : 

Ein  Kapital  K wird  gegenwärtig  zu  p Procent  auf 
n Jahre  so  angelegt,  dass  die  jährlich  fälligen  Zinse 
Z zu  q Procent  verzinst  werden.  Wie  gross  ist  der 
Werth  (N)  dieses  so  angelegten  Kapitals  sammt  Haupt- 
und  Zinseszinsen  am  Ende  des  ??ten  Jahres? 

Betrachtet  man  jede  so  fällig  werdende  Zinssumme  Z für 
sich,  so  soll  sie  nach  der  Aufgabe  zu  q Procent  verzinst  und 
mit  Zinseszinsen  in  Rechnung  gebracht  werden.  Die  Zinssumme 
des  letzten  Jahres  trägt  keinen  Zins,  die  des  zweitletzten  ein- 
jährigen Zins  und  erwächst  zu  Z.l,0q,  die  des  drittletzten  Jah- 
res trägt  zweijährige  Zinse  und  erwächst  zu  Z.  l,0f/2  u.  s.  w. ; 
die  des  ersten  Jahres  trägt  (?«  — 1)  einjährige  und  erwächst  zu 
Z.  Zählt  man  diese  Werthe  zusammen,  so  erhält  man: 

2)  Si  = Z.] ,0q”-^  + Z . 1 ,0q”-^  + .. ..  Z . hOq^  + Z . 1 ,0f/  + Z 

l,0r/"-l 

Nimmt  man  hiezu  das  angelegte  Kapital,  so  bestimmt  sich  der 
gesuchte  Werth  durch 

1 Q^n  — \ 

S = K + Z.-^q^— 

oder  durch  Einführung  des  Werthes  aus  No.  l) : 

3)  .S=  K+K0,0p>”9^'  = A'(l+0,0,,.tfc*). 

Werden  die  Hauptzinse  halbjährlich  fällig  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung der  Zwischenzinse  auch  halbjährlich,  so  hieiben  die 
gemachten  Schlüsse  in  Kraft,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass 
sich  der  Zeitraum  auf  2n  Halbjahre  erstreckt.  Daher  erhebt  sich 
in  diesem  Falle  die  Summe  auf: 


Sind  aber  die  Hauptzinse  jährlich  fällig  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung der  Zrvischenzinse halbjährlich,  so  ändern  sich  die  Schlüsse 
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hiernach.  Die  Zinssumme  des  zweitletzten  Jahres  erhebt  sich 
dann  auf  Z.l,0^i^,  die  des  drittletzten  auf  Z.l,0qi^  u.  s.  w.,  und 
man  erhält  folgende  Reibe:  ! 


5)  Ni  =Z.  1.09i2n-2-|-Z.  I,0r/i2n-4_p... EOr/i^Z.  I Z 

1,0<7,2«  — I 


= Z. 


lOqi^-i’ 


Hieraus  entsteht  durch  Zuzählung  des  Kapitalwerthes: 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  leicht.  Wird  ein 
Kapital  von  1000  zu.  5 Procent  Haupt-  und  3 Procent  Zwischen- 
zinsen angelegt,  so  erhebt  sich  sein  Werth  am  Ende  des  lOten 
Jahres  bei  jährlicher  Anlage  und  Verzinsung  nach  No.  3),  wenn 
die  angegebenen  Werthe  eingeführt  werden  auf: 

7)  S=100«CnO,03.üt|“^’j 

= 1000(1 +0,05.  II, 4«)8793)=  1000. 1,373I93<J....  = 1573,1939. 

Sind  die  Hauptzinse  jährlich  fällig  und  geschieht  die  Verzinsung 
halbjährlich,  so  ergibt  sich  aus  No.  6)  die  fragliche  Summe: 

8,  S,  = I00o(l  10,05 . Wf  “£/)=, ooo(l  +0.05. 

= 1000. 1,5737882  = 1573,7882. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  bei  Haupt-  und  Zwischen- 
zinsen, so  erwächst  die  Summe  nach  No.  4)  auf: 


9)  1000.  (l +0,025. 

= 1000(1  +0,025 .23,1236671)  = 1000. 1,5780917  = 1578,091. 

Bei  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  sind  nur  zwei  Arten  für 
das  Anwachsen  der  Kapitalien  möglich,  und  zwar  nur  die  jähr- 
liche oder  hallijährliche  Verzinsung.  Für  diese  Fälle  ergeben 

sich  folgende  Werthe,  die  der  Vergleichung  wegen  hier  stehen 
sollen : 


10)  S = 1000. 1,05»«  = 1628,8946, 

11)  *S  = 1000. 1,02520=  1638,6164. 

Man  kann  von  den  in  No.  3)  und  No.  4)  erhaltenen  Gleichungen 

18* 
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auf  die  schon  bekannten,  für  gleiche  Haupt-  und  Zvvischenzinse 
geltenden  übergehen,  nenn  man  p = q setzt.  Es  entsteht  dann: 

12)  s=a;(i  + 0.0p . = A-.l.Op., 

13)  .S  = A'(l  -H 0,0p, . 1'®'’;“ - ')  = A'.l,0p,=». 

Die  Gleichung  No.  6)  gestattet  diesen  Uebergang  nicht,  wenn 
man  p = (]  setzt.  Es  entsteht: 


und  man  kann  ihr  keine  analoge,  elementare  Hestimmung  zur 
Seite  stellen. 


§.  67. 


Gegenwart! 
wenn  versc 


ger  \\erth  einer  künftig  fälligen  Summe, 
hiedene  Haupt-  und  Zwischen  zinse  ce- 
rechnet  werden. 


Die  in  §.  66.  aufgestellten  Gleichungen  zeigen,  wie  man  von 
dem  Werth  einer  gegenwärtig  fälligen  Summe  bei  verschiedenen 
Haupt-  und  Zwischenzinsen  auf  ihren  künftigen  übergehen  kann. 
Hiemit  ist  zugleich  das  Mittel  angegeben,  wie  man  umgekehrt 
von  dem  Werthe  einer  künftig  fälligen  Summe  unter  dieser  Vor- 
aussetzung auf  ihren  gegenwärtigen  übergehen  kann.  Diess  führt 
zur  Beantwortung  folgender  Frage: 

Eine  Summe  K ist  am  Ende  des  ?jten  Jahres  un- 
verzinslich fällig.  Welches  ist  ihr  gegen  w'ärtiger 
Werth  R,  wenn  die  Zinse  des  Kapitals  zu  p,  die  Zinse 
der  Zinse  zu  rj  Procent  gerechnet  weiden? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  bei  Haupt-  und  Zwiscbenzin- 
sen  jährlich,  so  ergibt  sich  die  Antwort  aus  der  Gleichung  No.  3) 
§.66.,  wenn  man  K statt  S und  R statt  K setzt.  Es  ist  dann: 


A'=A>(l  + 0,0p.J45^') 


und  hieraus: 


R- 


K 


i.nn 


f 
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b.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Haupt-  und  Zwischenzinse 
halbjährlich,  so  erhält  man  auf  die  gleiche  Weise  aus  No.  4)  §.  66. 
für  den  fraglichen  Werth  folgende  Gleichung: 


2) 


R = 


K 


c.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Hauptzinse  jährlich,  die 
der  Zwischenzinse  aber  halbjährlich,  so  ergibt  sich  für  den  ge- 
suchten Werth  folgende  Bestimmung  aus  No.  6)  §.66.: 

K 


3) 


R = 


1 + 0,0/1 . 


l,0(/l2_l 


Auch  hier  kann  man  von  den  in  No.  1)  und  No.  2)  gefundenen 
Gleichungen  auf  die  Formeln  übergehen,  welche  die  Grundlage 
der  Rabattrechnung  bilden,  übergehen,  wenn  man  die  Haupt-  und 

Zwischenzinse  gleich  und = ^ setzt.  Man  erhält: 


3) 


R = 


K 


K 


3) 


R- 


K 


1-pOOw, 


Die  Gleichung  No.  3)  lässt  diesen  Uebergang  nicht  zu. 

Die  Werthbestimmung  der  besondern  Fälle  bietet  keine  Schwie- 


rigkeit, erfordert  aber  etwas  mehr  Arbeit,  als  die  gewöhnliche 
Rabattirung. 


Ein, Kapital  von  1000  ist  am  Ende  des  lOten  Jahres  unver- 
zinslich fällig.  Wie  gross  ist  sein  gegenwärtiger  Werth,  wenn 
bei  5 Procent  Haupt-  und  3 Procent  Zwischenzinsen  rabattirt  wird? 


a.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Haupt-  und  Zwischenzinse 
jährlich,  so  ist  aus  No.  1): 


R = - 


1 


1000 


1000 


l 


1,5731939 


lg  1000  = 3,0000000 
lg  1,573 1939  = 0,1967822 


N.  2,80321 78  = 635,6498. 


1) 


r 


!l 
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b.  Geschieht  dieselbe  halbjährlich,  so  ist  aus  No.  2): 

1000  1000 


7)  R 


1 + 0,025. 


1,0152«—  1 ~ 1,578091 7 


0,015 


lg  1000  = 3,0000000 
, 1^1,3780917  = 0,1981323 

N.  2;8(nW7  = 633,6768. 

y Rabattirung  der  Hauptzinse  jährlich,  der 

/»vischenzinse  halbjährlich,  so  ist  aus  No.  3): 


8) 


R = 


1000 


1000 


* 

1 + n 05  — I ~ T75737882  ^ ^35,4097 , 

i+U,Uo.  j Qjßo~Y 

lg  1000  = 3,0000000 
lg  1 ,5737882 = 0, 1 969462 

N.  2,8030538=635,4097. 

Gei  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinseii  zu  5 Procent  ist  hei 
jährlicher  und  halbjährlicher  Rabattirung  der  gegenwärtige  Werth 

9) 


10) 


„ 1000 

= rai'i  = 613,9133, 

1600  ^ ^ 

= +Ö2pö=610,2709. 


§.  68. 

VVerthbestimiiiung  der  Kapitalien  bei  wiederholter 
Anlage  und  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 

Beantwor- 

Die  Siimine  Ä ,vir<l  «iederholt  in  „ Jahren,  je  am 
Ln,le  der  Jahre  angelest.  Wie  groaa  int  der  Werth 
aamnillicher  .\nlagen  im  Angenhiicke  der  letzten,  ,ven„ 
/>  ilaupt-  und  y Zivischcnziii.se  gerechnet  werden? 

'B«  Verzinsung  und  Anlage  j.>iiirlich,  so  hat 
mim  dje  G e.chung  3)  §.  66.  auf  jede  dieser  Anlagen  anzuwen- 
den.  Die  letzte  Anlage  trägt  keinen  Zins.  Ihr  Werth  ist  daher 
A.  Die  zweitletzte  Anlage  trägt  einj.ährigen  Zins.  Ihr  Werth  ist 


i? 
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Ä^l  + 0,0/?.--Q^Q— Die  drittletzte  Anlage  trägt  zweijährige 

Zinse.  Ihr  Werth  ist  daher  /l  ^1  + 0,0p . u.  s.  f.  Die 

erste  Anlage  trägt  (?i  — 1)  Jahre  lang  Zins,  daher  ist  ihr  Werth 
im  Augenblicke  der  letzten  Anlage  K ^1  + 0,0p . 

Diess  führt  zu  folgender  Darstellung : 

+ Af(l  J H.  + 0,0p.  '4^) 

Lost  man  die  Klammern  auf  und  ordnet  die  Glieder,  so  entsteht: 

0\  C Jv  4-  0 On  A . 0,0p 

-)  -S  _ A + A.0,0p.  , 


Ä+/7.0,Ü„.W 

/f+A'.0,0„.^' 


A . 0,0p 
0,0r/  ’ 

A.0,0p 

0,0p  ’ 


Hierin  erscheint  K nnial.  Die  beiden  letzten  Reihen  haben  nur 
(?i  — 1)  Glieder.  Zählt  man,  um  die  Reihen  vollständig  zu  machen, 

zu  und  ab,  wodurch  der  Werth  von  No.  2)  unverändert 
bleibt,  so  geht  No.  2)  über  in : 

S=  1,  A + nS.  ^'  + A'.|^  (1  + l,0f,  + + ....  i,0,a->) . 

Der  gesuchte  Werth  bestimmt  sich  also  durch  folgende  Gleichung: 


= K(n-^^ 
\ V 


7ip  ^ p 1,09“  — ^ 

7 + 


3) 
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b.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlicb,  so 
fuhren  die  zu  a.  gemachten  Schlüsse  gleichfalls  zum  Ziele.  Der 

den  «'«h  aber  auf  2«  Halbjahre,  und  man  hat  in 

vorstehenden  Gleichungen  2n  statt  statt  p und  fp  statt 

V ^«hre.ben  Es  ergibt  sich  daher  für  die  Werthbestimmung 
t-.iinrntlicher  Anlagen  unter  dieser  ^ oraussetzun«- ; 


= K (2,1  — 


, Pi  i,0r/i2«— 1\ 
*h  ■ f/i  0,0^1  )' 


c.  Geschieht  die  Anlage  der  Summen  und  Hauptzinse  iähr- 
hch  die  \ erzmsung  halbjährlich,  so  hat  man  die  Gleichung  No.  6) 
W).  wiederholt  anzuwenden  und  darin  allmälig  die  Werthe 
, 1,  -,....71-1  statt  n zu  setzen.  Geschieht  diess  und  löst  man 
die  sich  ergebenden  Ausdrücke  auf,  so  erhält  man  folgende  Zu- 
sarnmenstellun»: 


K 0,0p 

hOrp‘^-1’ 

0,0p 

\,0(p^l  ’ 

K ^’Op 


K+  K.  0,0p . K. 

^ VK.0,0p.~ß>^~ 

K.  0,0p . _ xr  — 

^ "*|,0r//-ä-r 


wenn  im  letzten  Glied«  der  Vervollständigung  wegen 

Ibl-eLVrf-'T*''^  sich  aus  No.  5) 

lol.,t.nde  Gleichung  lur  den  gesuchten  Werth: 

6)  0>0P  l,0r/,2'^-l\ 

V j,ür/i2_i  i,0p‘^—ri,0fp^—ij- 

Die  Gleichungen 

Un„  en  zuruckfuhr^  Haupt-  und  Zwischenzinse  (r^  = p) 

.-leichsetzt.  Gei  No.  6)  ist  diese  G’eduction  nicht  durchführbar. 

Anwendung  der  aufgefundenen  Gleichungen  bietet  gleich- 
lalls  keine  Schwierigkeit,  wie  sich  aus  Folgendem  zeigt: 


r 
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Ein  Kapital  von  2000  wird  in  den  10  folgenden  Jahren  wie- 
derholt zu  Jprocentigen  Haupt-  und  2procentigeri  Zwischenzinsen 
angelegt.  Zu  welcher  Summe  sind  diese  Anlagen  im  Augenblicke 
der  letzten  angeuachsen? 

a.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  jährlich,  so  ent- 

steht  aus  No.  3),  wenn  AT=2000,  ?i=l0,  p = 4,  qz=2  gesetzt 
wird  : 


7) 


S=20ü0(l0-I5:i  + |.L^»^j 


= 2000  (—10  + 2. 10,9497210)  = 2000.1 1,8994420  --=  23798,8840. 

b.  Ward  die  Hälfte  der  Summe  (1000)  halbjährlich  angelegt 
und  geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  so  ist  der  WerOi  aus 
No.  4),  wenn  p^=2,  rp==l,  A'=  1000  gesetzt  wird: 

8)  S = 1000  (w — 20 . 2 + 2 . 

\ 0,01  / 

= 1000  (-20  + 2. 22,0190040)  = 1000.24,0380080  = 24038,008. 

c.  Geschieht  die  Anlage  jährlich,  die  Verzinsung  der  Zwi- 
schenzinse  halbjährlich,  so  ergibt  sich  der  gesuchte  Werth  aus 
No.  6),  wenn  A'=  2000,  p = 4,  rp  = 1 gesetzt  wird  : 

9)  s =:  2000  f 1 0 - i,oi2o_in 

V 1,012-1  1- 1,012- r 1,012-rrj 

= 200oAo-  YY  . _i_  (^201900\ 

2,or2,or  0,0T0T~J 

= 2000(-  9,9004973  + 21,8004544) 

= 2000. 1 1,8999569  = 23799,9138. 

Sind  verschiedene  Kapitalwerthe  A, , A^,  A3, ....  A„  am  Ende 
der  lolgenden  71  Jahre  fällig  und  soll  ihr  Werth  für  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage  bestimmt  werden,  so  ergibt  sich  derselbe 

wenn  dieselben  Schlüsse,  wie  bisher,  gemacht  werden  durch  fol- 
gende Darstellung: 

10,  s=ir.(j  + ^ 


und  es  muss  der  Werth  eines  jeden  Gliedes  für  sich  bestimmt 
und  alle  in  eine  Summe  vereinigt  werden. 


1 


a 
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Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich  die  Werthbestiiumung,  wenn 
die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich^  oder  wenn  die  Anlage 
und  Zahlung  der  Hauptzinse  jährlich  und  Verzinsung  der  Zwi- 
schenzinse hall»jährlich  geschieht. 


I 


§.  m. 


Gegenwärtiger  Werth  künftig 
verschiedenen  Haupt-  und 


fälliger  Summen 
Z w isch en zi  nsen. 


bei 


Der  Gang  der  Untersuchung  führt  auf  die  Beantwortung  fol- 
gender Frage: 

Am  Ende  der  folgenden  Jahre  ist  die  Summe  K 
t ä II i g.  Welches  ist  der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summen,  wenn  p Hauj>t-  und  q Zwischenzinse  gerech- 
net werden? 


E rs  te  Au  fl  üsung. 

a.  Sind  die  Summen  am  Ende  der  Jahre  fallij'  und  geschieht 
die  Verzinsung  jährlich,  so  hat  man  die  Formel  J\o.  ])  §.07.  «ie- 
derholt  anzuwenden  und  allmälig  1,  2,  3,....?i  statt  n zu  setzen. 
Hiernach  ist  der  gegenwärtige  Werth  : 

1) 


R = 


K 


1 I nn  — l 

1 + 0,0/?. 


K 

i.nn  W-_I 

1 J 0,0/? . ^ 


4- 

I « • • • 


K 


i.nn 

1 + 0,0/?. 


b.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich,  so 
kommt  die  Gleichung  No.  2)  §.  67.  zur  Anwendung,  und  man  hat 
allmälig  1,2,  3, ....  2??  statt  2m  zu  schreiben.  Der  fragliche  Werth  ist: 


P K K_ 

ij’nn  l.Öf/i2-l+  •• 

1 + 0,0/?, . Q 1 + 0,0/?, . 


Ä' 


1+00«  — 

H0,0/?,. 


c.  Geschieht  die  Anlage  und  Zahlung  der  Hauptzinse  jähr- 
lich, die  Verzinsung  der  Zwischenzinse  halbjährlich,  so  kommt 
No.  3)  §.  67.  zur  Anivendung  und  man  erhält  für  den  gesuchten 
Werth : 

3) 


lt  = 


K 


1 + 0,0/? . 


l,0v,2-l 


+ 


K 


l,0r/,4-] 


I .... 


K 


1,07,2-1  ^ +^’’^^^l,0r/i2_l 


1+0,0/?. 


i,0t,2«:_i- 

l,0r/,^-l 


I 


I 
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Sind  verschiedene  Summen  gegeben,  so  bleiben  die  vorsteh- 
enden Gleichungen  in  Kraft,  und  man  hat  der  Reihe  nach  Ki, 
in  den  entsprechenden  Gliedern  einzusetzen. 

Zweite  Auflösung. 

Diese  beruht  auf  der  Anwendung  des  in  §.  ]().  aufgestellten 
Lehrsatzes  in  Verbindung  mit  den  in  §.  68.  aufgefundenen  Glei- 
chungen No.  3),  4)  und  6).  Diese  Gleichungen  führen  den  Werth 
sämmtiicher  Anlagen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.  Bringt 
man  nun  den  so  erhaltenen  Werth  nach  den  in  §,67.  aufgestell- 
ten  Sätzen  auf  den  Anfang  des  ersten  Jahres  zurück  und  setzt 
statt  K den  für  S angezeigten  Werth  ein,  so  ist  die  Aufgabe 
gelöst.  Bezeichnet  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  durch  R, 
so  hat  man 


a.  wenn  die  Summen  jährlich  fällig  sind  bei  jährlicher  Ver- 
zinsung aus  No.  3)  §.  68.  und  No.  1)  §.  67.: 


4) 


, _ \ 9 f/  / 

i_.no  MV-*  " 

1 + 0,0/? . ^ 


b.  wenn  die  Summen  halbjährlich  fällig  sind  bei  balbjähr- 
licher  Verzinsung  aus  No.  4)  §.68.  und  No.  2)  §.  67. ; 


3) 


R = 


l’  — 


2n/?i  /?,  1,07,2/.— 1 


f/i  ^ Ql 


17,2/1- IN 

0,07,  ~) 


c.  wenn  die  Summen  und  Hauptzinse  jährlich  fällig  sind  bei 
halbjährlicher  Verzinsung  der  Zwischenzinse  aus  No.  6)  6 68  und 
No.  .3)  §.67.:  ' 


6) 


/ «.0,0/?  0,0;?  +07,2/.  _ IN 

A*=  V 1.07,^- 1 ^ 1,07.2- 1 • i.o«.2 - f ; 


1+0  0/?  J 

l+U,U/>.  2_J 


Bei  Vergleichung  der  in  No.  I)-6)  entwickelten  Gleichungen 
macht  sich  die  Bemerkung  geltend,  dass  die  correspondirenden 
No.  1)  und  4),  No.  2)  und  5),  No.  3)  und  6)  auf  gleiche  Werthe  füh- 
ren müssen,  wenn  sie  zusammen  bestehen  und  gleichzeitig  Gül- 

sollen.  Aus  der  Form  und  dem  Inhalte  derselben 
durfte  sich  aber  dieser  Nachweis  schwer  führen  lassen.  Es  tritt 
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daher  ein  gerechtes  Bedenken  gegen  das  Zusaniinenbestehen  die- 
ser Gleichungen  auf. 


§.  70. 


A n vv  e n d u n g e n. 

Um  die  eben  gemachte  Bemerkung  zu  verdeutlichen,  soll 
der  nachstehende  Fall  betrachtet  werden. 

Am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  ist 
die  Summe  10000  unverzinslich  fällig.  Wie  gross  ist 
der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Zahlungen,  wenn 
4 Procent  Haupt-  und  2 Procent  Zwischen  zinse  ge- 
rechnet werden? 

Erste  Auflösung.  Man  kann  die  Frage  nach  der  Glei- 
chung No.  I)  §.  69.  beantworten,  indem  man  jede  fällige  Summe 
nach  der  Zeitdauer  rabattirt  und  zu  dem  Ende  dort  A’=  10000, 
V — ^>  r/ = 2 und  = 10  setzt.  Hiernach  entsteht: 


10000 


10000 


1+0,04 


1,02-1 

0,02 


1+0,04 


0,02  ” 


10000 

.,I,02‘‘-1 


1+0.01^, 


-+  — 


1 + 0,04 


10000 

1,02 


0,02 


Setzt  man  nun  die  angezeigten  W erthe  für  die  verschiedenen 
Potenzen  von  1,02  aus  den  Tafeln  ein  und  multiplicirt,  wie  ange- 
zeigt ist,  so  erhält  man: 

1^00  1 0000  1 0000  1 0000 

' ^ 1 ,04  1 ,0808  + 1, 1 224 1 6 + 1 , 1 648643  + 1,2(187616 


, 10000  , 10000  . 10000 


10000 


10000 


^ 1,2523248  ^ 1,2973713  1,3433188  1,3901851  + MST«- 

Man  wird  am  besten  thun,  diese  etwas  mühevolle  Rechnung 
durch  Logarithmen  auszuführen.  Der  Werth  des  ersten  Gliedes 
ergibt  sich  aus  den  Tafeln.  Hiernach  erhält  man: 

10000 

=9615,385, 

lOOCO 

" T7Ö8Ö8  — '^>0662547  = lg  9252,406, 


ti 


I 
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‘'^172^  =3,949851  = lg  8909, 496, 

. 10000 

ri7>486+l  = lg  8584,692, 

*^  L2081616~^’®^^^”^^  ~ lg  8277,038, 

. 10000 

Jg-i^j3^= 3,9022831  = Ig7985,130, 

lg  = 3,8869357  = lg  7707,893, 

, 10000 

lg  J7j43;jl88  =3,8718210  = Ig7444,250, 

, 10000 

L390l85j  =3,8569274  = Ig719.3,286, 

dSs  = 3,8422445  = Ig6954,1.56. 

Die  Zahlen  der  dritten  Reihe  sind  die  zugehörigen  W’^ertbe.  Zählt 
man  sie  zusammen,  so  erhält  man  den  gegenwärlis^en  Werth 


sämmtlicher  Zahlungen : 

o 


R = 81 923,732. 


Zweite  Auflösung.  Man  kann  aber  auch  die  Aufgabe  nach 
der  Gleichung  No.  4)  §.  69.  lösen,  wenn  der  W^erth  sänimtlicher 
Zahlungen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurückgehracht  und  dann 
der  so  gefundene  Gesammtwerth  auf  die  Gegenwart  hei  4 Procent 
Haupt-  und  2 Procent  Zwischenzinsen  reducirt  wird.  Durch  Ein- 
führung der  entsprechenden  W’erthe  in  die  genannte  Formel 
entsteht : 

3) 


10000 


(.o-y 


Ll()  4 l,02to-l\ 

2 2'  0,02  y _ 10000 (-10  + 21,8994420) 


1 + 0,04. 


L021»  - 1 - 

0,02 

118994,420  ^ 

■ 1,4;379888  ~ 8-.681,02 , 


1,4379888 


lg  118994,4  =5,0751613 
lg  1,4379888  = 0,1577555 

N.  4,9174058=82681,02. 


t 


l 


i 

1 


1 


■» 


I 


1^ 


k 


1 


‘1 


I 


I 


i 


I 

r 


A 


T 

t 


Man  erhält  in  No.  2)  und  No.  3)  zwei  Werthe,  als  Auflösung 
für  eine  und  dieselbe  Aufgabe,  deren  Unterschied  nicht  unbe” 
trächtlich  757,29  ist  und  in  den  Gleichungen  des  §.  69.,  wie  oben 
benieikt  uurde,  gegründet  ist.  Zwei  v’erschiedene  Antworten  auf 
die  gleiche  hrage  können  nicht  zusamnien  bestehen.  Welches 
ist  der  richtige  Werth,  oder  sind  etwa  beide  iinrichtis? 

^ ersucht  man  nun  nach  der  früher  öfters  angewendeten  Weise 
sich  dadurch  Aufklärung  in  der  Sache  zu  verschaffen,  dass  man 
die  in  No.  2)  und  No.  3)  gefundenen  Summen  zu  Grunde  legt,  die 
fälligen  Zinse  Schritt  für  Schritt  zuzählt  und  die  jeweils  schul* 
digen  Summen  der  Reihe  nach  abzieht,  so  misslingt  dieser  Ver- 
such. Durch  eine  ziemlich  verwickelte  Rechnung  kann  man  zwar 
in  dem  unter  No.  2)  gefundenen  Resultate  zum  Ziele  gelangen, 
wenn  man  jede  der  dort  erhaltenen  Summen  für  sich  getrennt 
behandelt,  die  Haupt-  und  Zvvischenzinse  für  sich,  getrennt  von 
der  betreöenden  Kapitalsumme,  verfolgt  und  dadurch  einzeln  die 
jeweils  fälligen  Summen  von  1000  erzeugt.  Diese  Methode  ist 
aber  so  künstlich  und  zusammengesetzt,  dass  sie  sich,  abgesehen 
von  der  beschwerlichen  Arbeit,  nicht  zur  Prüfung  empfiehlt. 
Sie  leidet  offenbar  an  der  erforderlichen  Klarheit  und  Einfachheit 
und  ist  nicht  auf  das  in  No.  3)  gefundene  Resultat  anwendbar, 
das  sich  nicht  in  solche  Einzelsummen  zerlegen  lässt.  Ausser- 
dem würde  man  hiedurch  nicht  viel  gewinnen  und  höchstens  zu 
dem  Schlüsse  gelangen,  dass  die  in  No.  2)  angewendete  Methode 
vor  der  andern  zulassbar  wäre,  wenn  man  kein  anderes  Mittel 
zur  Entscheidung  dieser  Frage  hätte. 


§.  71. 

Kritik  dieser  Methode. 

Dieses  Mittel  gewinnt  man  dadurch,  dass  man  von  einem 
Falle  ausgeht,  worin  die  Resultate,  worauf  die  Anwendung  die- 
ser Methode  führen  muss,  zum  Voraus  bekannt  sind.  Wir  wäh- 
len hiezu  folgenden: 

1)  A schuldet  an  B ein  Kapital  von  2500,  das  am 
Ende  des  lOten  Jahres  unverzinslich  fällig  ist  und  das 
er  bis  zur  Auszahlung  zu  4 Procent  Zinsen  benutzen 
kann.  Schuldner  und  Gläubiger  kommen  überein,  dass 
sogleich  gezahlt  und  dass  bei  der  Vertheilung  4pro- 
centige  Haupt-  und  2procentige  Zwischenzinse  ge- 
rechnet werden.  Welche  Summe  hat  jeder  anzuspre- 
chen? 


Zur  Beantwortung  dieser  Frage  sind  vorerst  die  Werthe  fest- 
zustellen, welche  jedem  der  beiden  Interessenten  im  Laufe  der 
Zeit  Zufällen  und  sie  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auf  die 
Gegenwart  zurückzubringen.  Die  4procentigen  Zinse  des  Kapitals 
betragen  2500  x 0,04=  100.  Der  Schuldner  hat  also  am  Ende 
eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  100  anzusprechen.  Dem  Gläu- 
biger fällt  am  Ende  des  lOten  Jahres  die  Summe  2500  baar  zu. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Summen,  welche  dem  Schuldner  und 
Gläubiger  aus  der  verfügbaren  Summe  von  2500  zuzuweisen  sind, 
zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  die  vorhandene 
Summe  betragen  können,  denn  die  vorliegende  Aufgabe  verlangt, 
dass  die  im  Laufe  der  Zeit  den  beiden  Personen  zufallenden 
Summen  in  gleichzeitige  umgesetzt  werden,  um  darauf  hin 
das  vorhandene  Kapital,  ihren  Ansprüchen  und  Forderungen  nach 
Recht  und  Billigkeit  entsprechend  als  Aequivalent  zu  vertheilen. 

Bringt  man  nun  den  Werth  der  Forderung  des  Schuldners 
auf  die  Gegenwart  bei  4 Procent  Haupt-  und  2 Procent  Zvvischen- 
zinsen  zurück,  so  erhält  man  nach  No.  1)  und  No.  2)  §.  70. : 


ff, 


100 


1+0,04. 


L02— 1 
0,02 


+ 


‘i) 

100 


1+0,04. 


1,022-1 


1 .... 


0,02 

= 819,23732. 


1 + 0,04. 


100 

1,0210—1 


0,02 


Bringt  man  den  Werth  der  Forderung  des  Gläubigers  auf  die- 
selbe Welse  auf  die  Gegenwart  zurück,  so  erhält  man: 


2500  2500  _ 

1 . n n/  i ""  r,4379888 ~ ^ "38,539, 

1 -J~  U,U4  , Q 0;^ 


lg  2500  = 3,3979400 
lg  1,437988  = 0,1 577555 

N.  3,2401845  = 1738,539. 

Hiernach  fordert  Schuldner  und  Gläubiger  gleichzeitig 

4)  S = /?!  + /?2 = 819,2373  + 1738,5.39  = 2557,776, 

also  zusammen  eine  grössere  Summe,  als  die  vorhandene,  und 
mehr,  als  vertheilt  werden  kann.  Diess  ist  ein  Widerspruch  in 
der  Sache. 

Würde  man  die  Vertheilung  nach  der  zweiten  Methode  No.  4) 
§.69.  durchführen,  so  hätte  der  Schuldner  zu  fordern: 


i 
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'd 


n 


2H0 


i.i 

I 

I 


4 


I 


i 

I 


5) 


R,= 


1+0,04. 


1^021“— 1 

Ö,Ö2 


= 826,8102 


Mach  No.  3)^.  70. , der  Gläubiger  wie  oben  No.  3).  Die  Forde- 
rungen beider  würden  daher  betrasen  : 

8 

6)  Ä = n,  + A>2  = 826,8102  + 1738,539  ==  2565,449. 

Diess  Kesulfat  ffihrt  auf  die  gleiche  Ungereimtheit  wie  vorhin. 

Da  nun  die  in  66.  — 69.  entwickelten  Gleichungen  formell 
richtig  sind,  denn  die  hei  ihrer  Begründung  gemachten  Schlüsse 
ruhen  ganz  auf  densell)en  Grundsätzen,  wie  die  früheren  Metho- 
den, welche  zu  richtigen  Resultaten  führten,  so  kann  der  Grund 
der  Unrichtigkeit  nur  in  der  Anlage  des  Calculs,  hier  die  Annah- 
men der  verschiedenen  Zinsfüsse  liegen.  Hiedurch  wird  man  zu 
f'olgeHdem  Schlüsse  geführt. 


7)  Sollen  Kapitalwerth  e,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten fällig  sind,  unter  einander  verglichen,  oder  ihrem 
VVerthe  nach  in  gleichzeitige  verwandelt  werden,  so 
ist  hiebei  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  und 
Zwiscbenzinsen  nicht  zulässig.  Wird  sie  dennoch  an- 
gewendet, so  führt  sie  auf  unrichtige  Resultate. 


Will  man  also  richtige  und  verlässliche  Resultate  bei  Ver- 
gleichung der  Kapitalwerihe  erhalten,  so  darf  die  Rechnung  nur 
mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  geführt  werden. 

Bestimmt  man,  um  diess  zu  zeigen,  die  gegenseitigen  For- 
derungen des  Schuldners  und  Gläubigers  bei  gleichen  Haupt-  und 
Zwischenzinsen  (4),  so  ist  die  des  Schuldners  : 


1 — I Ol- 10 

8)  /?!  = lUO . — = 81 1,08957, 

die  des  Gläubigers : 

ox  2500 

9)  /?2  = 2^  p-„  = 1688,9104. 

Sie  fordern  zusammen  : 


10)  S = Jii  + = 811,0895  + 1688,9104  = 2500. 

Bestimmt  man  die  Forderungen  beider  durch  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen,  also  bei  4 Procent  Haupt-  und  0 Procent  Zwi- 
schenzinsen, so  ist  die  des  Schuldners: 


86,2069  73,5294 


83,3333  71,4285 

447,5723  379,4857 

11)  = 447,5723  + 379,4857  = 827,0580 ; 

die  des  Gläubigers  ist: 

*2)  = 1785,7142; 

die  Forderungen  beider  betragen  zusammen: 

13)  5 =r  -f  /?2  827,0580  + 1785,7142  = 2612,772.... 


\ergleicht  man  die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
sultate, so  ergibt  sich,  dass  die  Rechnung  mit  gleichen  Haupt- 
und  Zwischenzinsen  auf  ein  richtiges,  die  übrigen  Methoden  auf 
unrichtige  Resultate  führen,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  sich  am  weitesten  von  dem  richtigen  Resultate  entfernt, 
dagegen  die  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen,  die- 
sen hehler  verbessernd,  sich  dem  richtigen  Resultate  nähert,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  weniger  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  von 
; einander  abweichen,  dennoch  aber  unrichtig  bleibt.  Die  Rich- 

tigkeit  der  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Lehrsätze  erhalten  hie- 
durch eine  weitere  Bestätigung. 


§.  72. 

Allgemeiner  Beweis  über  die  Unrichtigkeit  der  Rech 
nung  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen 

Um  diesen  Beweis  im  Allgemeinen  zu  führen,  gehen  wir  vor 
den  im  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  aus. 

ort  wurde  gezeigt,  dass  wenn  ein  Kapital  K bei  dem  Zinsfusf 
P in  n Jahren  zurückgezahlt  (getilgt  und  verzinst)  werden  soll 
less  so  zu  geschehen  habe,  dass  in  den  einzelnen  Jahren  fol- 
gende Summen  gezahlt  werden  müssen : 
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nach  No.  3)  §.70. , der  Gläubiger  wie  oben  No.  3).  Die  Forde- 
rungen beider  würden  daher  betragen  ; 

6)  .S  = \-  = 826,8102  + 1738,539  = 2565,449. 

Diess  Resultat  führt  auf  die  gleiche  Ungereimtheit  wie  vorhin. 

Da  nun  die  in  §§,  66.  — 69.  entwickelten  Gleichungen  formell 
richtig  sind,  denn  die  hei  ihrer  Begründung  gemachten  Schlüsse 
ruhen  ganz  aul  denselhen  Grundsätzen,  wie  die  früheren  Metho- 
den, weiche  zu  richtigen  Resultaten  führten,  so  kann  der  Grund 
der  Unrichtigkeit  nur  in  der  Anlage  des  Calculs,  hier  die  Annah- 
men der  verschiedenen  Zinsfüsse  liegen.  Hiedurch  wird  man  ?v 
folgendem  Schlüsse  geführt. 

7)  Sollen  Kapitalwerth  e,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten fällig  sind,  unter  einander  verglichen,  oder  ihrem 
Werthe  nach  in  gleichzeitige  verwandelt  werden,  so 
ist  hiebei  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  und 
Zwischenzinsen  nicht  zulässig.  Wird  sie  dennoch  an- 
gewendet, so  führt  sie  auf  unrichtige  Resultate. 

Will  man  also  richtige  und  verlässliche  Resultate  hei  Ver- 
gleichung der  Kapitalwerthe  erhalten,  so  darf  die  Rechnung  nur 
mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  geführt  werden. 

Bestimmt  man,  um  diess  zu  zeigen,  die  gegenseitigen  For- 
derungen des  Schuldners  und  Gläubigers  hei  gleichen  Haupt-  und 
Zwischenzinsen  (4),  so  ist  die  des  Schuldners: 

1_1  04-10 

8)  R,  = 100.  — =811 ,08957 , 
die  des  Gläubigers : 

2500 

9)  /?2  = f = 1688,9104. 

Sie  fordern  zusammen  : 

10)  S = i.\  -f  Ra  = 811,0895  + 1688,9104  = 2500. 

Bestimmt  man  die  Forderungen  beider  durch  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen,  also  bei  4 Procent  Haupt-  und  0 Procent  Zwi- 
schenzinsen, so  ist  die  des  Schuldners: 


n , 

+ 


— 281  — 
100  . 100  100 


1,04  ■^1,08  + 1,12  • 

= 96,1538  80,6452 

92,5925  78,1250 

89,2857  75,7576 

86,2069  73,5294 

83,3333  71,4285 

447,5723  379,4857 

11)  R^=  447,5723  + 379,4857  = 827,0580 ; 
die  des  Gläubigers  ist: 

12) 

die  Forderungen  beider  betragen  zusammen: 

13)  S = R,  -f  /?2  827,0580+1785,7142  = 2612,772... 


100 

1,40 


2500 

Ra  = ^^y  = 1785,7142; 


Vergleicht  man  die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
sultate, so  ergibt  sich,  dass  die  Rechnung  mit  gleichen  Haupt- 
und  Zwischenzinsen  auf  ein  richtiges,  die  übrigen  Methoden  auf 
unrichtige  Resultate  führen,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  sich  am  weitesten  von  dem  richtigen  Resultate  entfernt, 
dagegen  die  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen,  die^ 
sen  Fehler  verbessernd,  sich  dem  richtigen  Resultate  nähert,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  weniger  die  HaupN  und  Zwischenzinse  von 
einander  abweichen,  dennoch  aber  unrichtig  bleibt.  Die  Rich- 
tigkeit der  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Lehrsätze  erhalten  hie- 
durch  eine  weitere  Bestätigung« 


§.  72. 

Allgemeiner  Beweis  über  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nung mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 

Um  diesen  Beweis  im  Allgemeinen  zu  führen,  gehen  rvir  von 
den  im  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  aus. 
Dort  wurde  gezeigt,  dass  wenn  ein  Kapital  K bei  dem  Zinsfuss 
P in  n Jahren  zurückgezahlt  (getilgt  und  verzinst)  werden  soll, 
less  so  zu  geschehen  habe,  dass  in  den  einzelnen  Jahren  fol- 
gende Summen  gezahlt  werden  müssen : 
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1)  Li=zAi  YK.fifip, 

L^=.A^-\K.  0,0/>  — A■^^ . 0,0/? , 

L3  = ^3  -f  AT.  0,0/>  — Ay . 0,0/?  — A^.  0,0p , 

L4=^4  + Af.0,0/?  — Al. 0,0p  — A^.OjOp  — ^3.0,0/?, 

Ln=A„-j-A^.  0,0p  — Al . 0,0p  — A^ . 0,0/?  — ....  — A„-i.  0,0p , 

worin  Li,  L2,  L^,....Ln  die  in  den  einzelnen  Jahren  zu  zahlen- 
den Summen  und  Ai,  A^,  Ag,....An  die  Tilgungssuramen  bedeu- 
ten, so  dass 

‘2)  II  ~ Al  A2  A^  -f-  ....  An 

ist.  Bei  dieser  Anordnung  werden  zwei  Dinge  einander  gegen- 
über gestellt;  der  gegenwärtige  Betrag  der  Schuld  A und  die  im 
Laufe  der  Zeit  allmälig  zu  zahlenden  Summen  Lj , La,  ....  L„. 
Beide  Dinge  sind  ihrem  Werthe  oder  Inhalte  nach,  nicht  aber 
in  der  Grösse  der  Summen  einander  gleich. 

Jede  Methode,  welche  so  geeigenschaftet  ist,  dass  sie  die 
allmälig  fällig  werdenden  Summen  auf  den  ihnen  gleichkommen- 
den Werth  A zurückbringt,  wird,  wie  diess  in  der  Natur  der 
Sache  liegt,  ein  richtiges  Resultat  bedingen  und  deswegen  zu 
lässig  sein.  Diese  Bemerkung  wird  nun  auch  zur  Prüfung  für 
die  in  Frage  stehende  Rechnungsmethode  dienen.  Genügt  sie 
dieser  Bedingung,  so  ist  sie  als  richtig  anzuerkennen;  genügt  sie 
nicht,  so  muss  sie  als  unrichtig  zurückgewiesen  werden. 

ln  §§.3.,  6.  und  42.  wurde  auf  drei  verschiedenen  Wegen  der 
Beweis  geliefert,  dass  die  Gleichung 


r.  _ , ^2 

- 1,0p'*'  l,0p^^  l,0p^ 


Ln 

1,0/?" 


der  genannten  Bedingung  genügt,  und  den  richtigen  Kapitalwerth 
angibt,  wenn  die  einzelnen  Glieder  in  dem  Zinsfu.ss  rabattirt  wer- 
den, worin  das  Kapital  verzinst  wird. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  (/?) 
und  Zwischenzinsen  (9)  auf  die  fälligen  Summen  in  No.  1)  an,  so 
hat  man  dieselben  der  Reihe  nach  zu  rabattiren  und  zu  dem  Ende 
1,2,3,....??  statt  71  und  Li , L^ , L3 , ....  Ln  statt  L in  No.  1)  b/. 

zu  setzen.  Hiedurch  entsteht : 


I.O9-I 


1,09^ -1 


1+0,0/?.^^  H0,0/?.-^-^  l-f0,0/?. 


Ln 

1,09"  — 1 
• O.O9 


KJ 
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Soll  nun  diese  Gleichung  genügen,  so  muss  der  Werth  aller 
Glieder  auf  der  rechten  Seite  dem  gegebenen  Werthe  K gleich- 
komnien. 

Um  diess  zu  entscheiden,  hat  man  die  correspondirenden 
Glieder  in  No.  4)  und  No.  3)  der  Reihe  nach  unter  einander  zu 
vergleichen.  Setzt  man  zu  dem  Ende  der  Kürze  wegen  p statt 

so  dass  1,0/?'’ = (1 -|- /?)'■  und  9 statt  so  dass  1,09'' 

= (1  + 9')'^  ist,  und  bezeichnet  die  Binomial-Coefficienten  der  Reihe 
nach  mit  Ti,  r^,  t^, Tt,  so  hat  man  Folgendes: 

5)  (1  + ;?)'■  = 1 + r,  /?  -F  Ta/?®  + rg/?^  -F  ....  r^p^, 

= 1 + r,/?  -F  r2p.pA^r^p.p^^r....Trp.p''~^ 

(I  -F  9)»'=  1 -F  Tiq  -F  ra9®  -F  -F  ....  nq'^ 

— ^ = n + r^q  + 739®  + »■49®  + • . . • »*r  9’’“^ , 

folglich : 

6) 

(1  -F  9)r— 1 

l+p. = 1 +I-1P  + »'2P.9+^3P.9®+^4P-9®  + -.^r/?.9'^-^ 

Vergleicht  man  nun  den  Werth  der  Reihe  No.  5)  mit  dem  von 
No.  6),  so  zeigt  sich  leicht,  dass  derjenige  der  erstem  grösser, 
als  der  der  zweiten  ist,  wenn  p'^q  und  r grö.sser  als  1 ist,  denn 
nur  die  beiden  ersten  Glieder  in  No.  5)  und  No.  6)  sind  einander 
gleich.  Hieraus  folgt,  dass 

(i+p).>i  + P^-ÜL^J 
oder  in  der  ursprünglichen  Form 

« 

7)  I.0p.>l+0,0p.!^^J 

ist  für  /?  > 9 und  r > 1.  Ist  p=.q,  so  werden  beide  Reihen 
einander  gleich,  wie  diess  schon  auf  andere  Weise  in  §.  66.  und 
§.  67.  gezeigt  wurde.  Aus  No.  7)  folgt  umgekehrt,  dass 

i+u,u/?.  0,0^ 

ist,  für  und  p^  q. 

Hieraus  zeigt  sich,  dass  der  Werth  der  Reihe  No.  4)  nicht 
auf  denselben  Werth  wie  die  Reihe  No.  3),  sondern  auf  einen 
grossem  führen  muss,  weil  alle  Glieder  in  No,  4)  mit  Ausnahme 
des  ersten  grosser  sind  als  die  in  No.  3),  und  dass  also  die  Rech- 
nung mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  auf  unrich- 


h 
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Gleiche  gilt,  wenn  die  Rabatlirung  halb- 

lahrlich  geschieht. 

Hiernach  ist  der  in  No.  7)  §.  71.  aufgestellte  Satz  allgemein 
bewiesen. 

Die  ‘Anwendung  auf  besondere  Fälle  be.stätigt  die  Richtigkeit 

So  ist  z.  B.  der  gegenwärtige  Werth  der  Summe 

UKKK),  die  am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  fällie 
ist,  bei  4 Procent: 

9)  ß=1000ü.m-^“=8ll08,958, 

wahrend  sich  derselbe  bei  4procentigen  Haupt-  und  2procentigen 
Zwischenzinsen  nach  No.  2)  §.  70.  (erste  Methode)  zu 

*0)  R ==  81923,732, 

und  nach  No.  3)  §.  70.  (zweite  Methode)  zu 

R = 82681,02, 

und  bei  einfachen  Zinsen  (4  Proc.  Haupt-  und  0 Proc.  Zwischen- 
zinsen)  nach  No.  11)  §.  71.  zu 

Ä = 82705,80 

berechnet.  Offenbar  kann  nur  eines  dieser  vier  Resultate  das 

richtige  sein.  No.  9)  gibt  den  richtigen  Werth  an.  Die  übrigen 
Sind  unrichtig.  ^ 

.Mit  dem  Gesagten  ist  allerdings  die  Benutzung  der  hier  ee- 
zeigten  Methode  für  subjective  Zwecke  nicht  ausgeschlo.ssen. 
Ihre  Resultate  mögen  in  manchen  Fällen  sogar  erwünschte  An- 
haltpunkte bei  Vergleichungen,  als  Annäherung  an  die  richtigen 
VVerthe,  bieten.  Objectiv  betrachtet  ist  sie  im  Calcul  unzuläs- 
sig, und  einer  wissenschaftlichen  Begründung  der  politischen 
Arithmetik  liegt  nach  meiner  Ansicht  die  Pflicht  ob,  hierauf  auf- 
merksam zu  machen  und  sie  als  unrichtig  zu  bezeichnen,  nicht 
a er  dem  Leser  die  Wahl  zwischen  einer  richtigen  und  unrichti- 
fvü.  überlassen,  ohne  diess  angedeutet  zu  haben. 

Vahlt  er  ungeachtet  dieser  Hinweisung  dennoch  die  unrichtige 
Methode,  so  mag  er  es  auf  seine  Gefahr  thun. 

Termin-  oder  Zeitreetinnng', 

§.  73. 

Reduction  mehrerer  Zahlungssummen  auf  einen 

bestimmten  Zeitpunkt. 

Die  sogenannte  Termin-  oder  Zeitrechnung  findet  in  den  ver- 
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schiedeiien  Lehrbüchern  eine  besondere  Stelle.  Sie  soll  auch 
hier  kurz  erwähnt  werden.  Ich  habe  sie  zwar  schon  in  meiner 
Anleitung  §.  15.  und  §.  4Ü.  angeführt  und  auf  die  richtige  Berech- 
nungsweise hingedeutet,  die  Sache  selbst  aber  nicht  näher  erör- 
tert, da  ich  es  für  genügend  hielt,  die  Elemente  eines  richtigen 
Calculs  im  Allgemeinen  gezeigt  zu  haben.  Es  wird  übrigens 
sachgemäss  sein,  hier  das  Wesentliche  der  Sache  hervorzuheben, 
um  den  hierher  gehörigen  Fragen  die  richtige  Stelle  anzuweisen, 
da  auch  hier  die  Ansichten  schwanken  und  aus  einander  gehen. 

Sind  nämlich  mehrere  Summen  (gleiche  oder  ungleiche)  un- 
verzinslich im  Laufe  der  Zeit  fällig  und  soll  ihre  Gesammtsumme 
auf  einmal  gezahlt  und  der  hiefür  erforderliche  Zeitpunkt  bestimmt 
werden,  so  nennt  man  die  hiefür  dienende  Methode  Termin-, 
auch  Zeit-Kech  n ung. 

Die  meisten  Lehrbücher,  welche  diese  Frage  behandeln, 
wenden  zu  ihrer  Beantwortung  die  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen an.  Nur  wenige  benutzen  zu  ihrer  Lösung  die  Zinszins- 
rechnung, ohne  jedoch  den  nöthigen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  einen  oder  der  andern  zu  geben  und  die  Frage  zu  entscheiden. 

Die  fälligen  Summen  können  entweder  unter  sich  verschie- 
den oder  einander  gleich  sein.  Diess  ändert  im  Entwicklungs- 
gänge nichts.  Da  die  letztere  eine  einfachere  Behandlung  zu- 
lässt, so  werde  ich  mich  hierauf  beschränken.  Der  Schluss  in’s 
Allgemeine  ergibt  sich  dann  leicht.  Wir  heben  hauptsächlich 
folgende  zwei  hierher  gehörige  Probleme  hervor. 

1)  Am  Ende  der  folgenden  n Jahre  ist  jeweils  die 
Summe  A"  unverzinslich  fällig.  Statt  aller  Zahlungen 
soll  nur  eine  gemacht  werden.  Wie  gross  ist  der  be- 
zügliche Werth,  wenn  die  Gesammtzah  lung  sogleich 
oder  am  Ende  des  ersten,  zweiten,  u.  s.  w,,  oder  des 
letzten  Jahrs  gemacht  und  p Procent  Zins  gerech- 
net werden 

a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b,  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Auflösung  zu  a.  Nennt  man  den  Zeitpunkt,  zu  welchem 
die  Gesammtzahlung  gemacht  werden  soll,  x,  so  hat  man  den 
Werth  sämmtlicher  Summen  auf  diesen  Zeitpunkt  zurückzubrin- 
gen. Die  Summen,  welche  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  fällig  sind, 
haben  folgenden  Werth: 

2)  = ir.  + A.  1 .. ..  ä: . 1 ,0;?  + A.  , 
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die  Summen,  welche  nach  diesem  Zeitpunkte  fällig  sind,  folgenden  : 

Q\  p ^ ^ I t ^ 1 — l,0ü~"+^ 

' \,Qp^  I.0;>2  + 1 0^3 + • ••  — K.  ; 

die  Gesammt' Zahlung  bestimmt  sich  daher  durch  folgende  Glei- 

A 1«  ^ '' 


chung: 


4)  S—K  , jr.  l — hOp  "+^  1,0/?*— 1,0»-"+^ 

' *■  Ü.0,,  +'^-~O.Op-^=*-  ~07ö/ 

=a:.i,o„,.L=ä-„"^js. 

0,0p  0,0/?.  1,0/?«-*' 

Auflösung  zu  b.  Behandelt  man  die  fälligen  Summen  wie 
unter  a.  mit  einfachen  Zinsen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des 
(»esammtwerthes  Folgendes : 

■■*=*('+  -iöö^)  ^ ^(>  + (l  + iäj)  + A- 


+ — , X 
1,0/?  ^ 1,02/?  + i,o:i/?  + ••••  1,0 («  -^7/?  ’ 


S = k(o: 


x{x — \)p 

20Ö  ‘ 


JL.  K 

,0p^  l,0>p^  ‘-\,0{n-x)p 


VVir  wählen  zur  Verdeutlichung  des  Gesagten  folgenden  Fall, 
der  einen  etwas  grossem  Zeitraum  umfasst,  damit  die  abwei- 
chenden Resultate  stärker  hervortreten,  was  bei  kleinern  Zeit- 
räumen nicht  der  Fall  ist. 

6)  Am  Ende  der  folgenden  15  Jahre  sind  je  1000  un- 
verzinslich fällig.  Statt  aller  Zahlungen  soll  nur  eine 
gemacht  werden.  Wie  gross  ist  der  betreffen  de  Werth, 
wenn  die  G esam  m tz ah I u n g sogleich  oder  am  Ende  des 
ersten,  zw  eiten,  u.  s.  w.,  oder  letzten  Jahres  geleistet 
und  .5  Procent  Zins  gerechnet  werden 

a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b.  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Setzt  man  nun  in  No.  4)  und  5)  A'=1000,  /?  = 5,  n = 15  und  für 
.r  allmälig  die  Werthe  0,  1,  2,....  15,  führt  dann  die  erforderli- 
chen Werthe  aus  den  Tafeln  §.  14.  ein  und  die  angezeigten  Ge- 
schäfte aus,  was  ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann,  so  erhält 

man  folgende  Zusammenstellung,  worin  die  Resultate  der  Rech- 
nung angegeben  sind: 


i 
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7) 


Zeit. 

(Ende  des 
Jahres.) 

1 

Gesammtleistung  nach 
der  Rechnung  mit  Zin- 
seszinsen. 

j Gesammtleistung  nach 
der  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen. 

Gegenwart. 

10379,6580 

10980,8352 

1 

10898,6409 

11409,4066 

2 

1 1 443,5730  ! 

11871,1713 

3 

12015,7516  ! 

12365,1107 

4 

12616,8392 

12890,1107 

5 

13247,3661 

13444,9494 

0 

13908,7345 

14028,2828 

7 

14605,2212 

14638,6276 

8 

15335,4823 

15274,3419 

9 ; 

16102,2564 

15933,6011 

10 

16907,3692 

16614,3704 

11 

17752,7376 

17314,3704 

12 

18640,3745  j 

18031,0370 

13 

19572,3932  j 

18701,4718 
1 ^ 

14 

20551,0129  1 

19502,3810 

15 

21578,5635 

20250 

Man  sieht  aus  dieser  Zusammenstellung  die  bedeutenden 
Abweichungen,  worauf  die  Werthbestiniraungen  führen.  Man  kann 
nun  die  Gesammtsurame  irgend  eines  Jahres  herausheben  und 
sie,  wie  früher  geschah,  Schritt  für  Schritt  verfolgen  und  wird 
die  bisher  aufgestellten  Sätze  bestätigt  finden,  wornach  die  durch 
einfache  Zinsrechnung  ermittelten  Werthbestimmungen  unrichtig 
und  die  durch  Zinszinsrechnung  ermittelten  richtig  sind. 

§.  74. 

Bestimmung  der  Zahlungszeit  (Termin)  einer  Gesammt- 
summe  statt  der  einzeln  fälligen  Zahlungssummen. 

Hier  handelt  es  sich  um  Beantwortung  folgender  Frage: 

Am  Ende  der  folgenden  n Jahre  ist  jeweils  am  Ende 
der  Jahre  die  Summe  K unverzinslich  fällig.  Die  Ge- 
sammtsumme  S = nK  soll  auf  einmal  gezahlt  werden. 
Wann  muss  die  Zahlung  geschehen,  wenn  p Procent 
gerechnet  werden 


a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b.  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 
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Erste  Auflösung. 

fnL^t:"’  ““f  -'i'  «ege„»art’  aarack."”K./„rch 


I) 


^=1^7  + 


^ . K I — 1 o„-„ 

lOp  ^ l,Op^  + ••••  \,Opn-^' 


Kben  so  bringe  man  den  Werth  der  nach  :r  Jahren  fälligen  Ge- 
sdmmtsumnie  auf  die  Gegenwart  zurück.  Es  entsteht: 

2)  #,  _ -S  nA' 

* i,0p^  \,Qp^' 

Beide  Werthe  müssen  einander  gleich  sein.  Man  erhält  daher: 

3)  u 


R = 


1,0p' ' 


4) 


•nul  hieraus  nach  den  erforderlichen  Umänderungen: 

I I ^ — l,Pp— n 

_ [S  g^lg/g  _ 0,0p  ’ 

<g  1,0p  lg  lOp 

»enii  statt  S und  ß die  Werthe  aus  No.  1)  und  2)  einseführt 

hZn7'  i"  "'einer  Anleilung  6.  4« 

in  anderer  Form  vorgetragen.  ” " 

Zu  b Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  Rechiinnir 
mit  einfachen  Zinsen  an,  so  hat  man:  ^ 

ri)  R=  — ^ 

1 ^1--  "■  1 r i no.,,  • 1 /V  , 


0) 


+ 


1,0p  1,02p  1,03p  • 'lOf/p  ’ 

-S.lOü  «A'.lOO 


' 1 ,0xp  100  ^ap  — 100^  xp‘ 

Beide  Werthe  müssen  einander  gleich  sein,  und  es  ist- 

7)  ß = 


100.  S «AT.IOO 


lOO-hxp-lOO  + xp’ 

100.  S 100 


und  hieraus; 

8)  - — • 

Ist  nun  wie  in  dem  Falle  No.  6)  §.73.  die  Summe  1000  ieweils 
am  En^  der  J5  folgenden  Jahre  unverzinslich  fällig  und  frael 
man:  Wann  muss  die  Gesammtsumme,  von  jetzt  an  ge^echnef 
gezahlt  werden  wenn  5 Procent  Zins  gerecliet  werden  rtl’ 

dertCrhldt 


a)  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  aus  No.  4)  : 

9)  ^ ^ lg  15 -lg  10,.379a580  _ 1,1760913  - 1,0161831 

*S^.Ö5  0,0211893 

_ 0,1599082 

“ 0,0211893  ~ 


Ig0,1599082  = 0,2038707—  1 
Ig0,0211893  ^0,3261167—2 

N.  0,877754Cr  = 7,546647 ; 

'’r  ""i'  "i"f"chen  Zinsen,  wenn  man  in 


__  15000.100  100  .300000 

5 . 1 0980,8352  5 ~ 10980,8352  ~ 20  = 7,32032 , 


lg  300000  = 5,4771213 
lg  10980.83  = 4,0406354 

N.  1,4364859  = 27,3-2032. 


Zweite  Auflösung. 

‘^•‘"''  erth  sämmtlicher  Summen  auf  den 
Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  zurück.  Hiernach  erhalt  man: 

H)  S,  = A-.  l,0;>«-i  + jc . i,0/,»-2  + K.  l,0/>»-3  + ....  K.  1 ,0p  + K 

_ ^ 1,0p«- 1 
~ 0,0p  ■ 

Nun  beziehe  man  die  Zeit,  in  welcher  die  Gesammtsumme  ge- 
zahlt werden  muss,  auf  denselben  Zeitpunkt,  nenne  die  Zeit 

e we7tr 

7 M t-^sammtzahlung  auch  auf  den  Zeitpunkt  der 
letzten  Zahlung  zurück.  Es  entsteht : 

^ *^2  = S . 1 ,0p»  = n a:.  1 ,0p». 

Aus  No.ll)  und  12)  entsteht,  'ia  beide  Werthe  gleich  sein  müssen. 


und  hieraus: 


s • '.0/»=  =S,=K.  J = „i-,  1 .0;,= , 

, 1,0p"— 1 . 

,_M,-igs  'gnö;ö^ — 'S” 
~*iW"  igXö^  ’ 


j 


13) 
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Zu  b.  Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  an,  so  erhält  man; 

14) 

^ (”  + “772  ~ * lä))  = ^ • läi)  = + ll))  » 


und  hieraus : 
15) 


7t  — 1 


Diess  ist  die  Methode,  welche  gewöhnlich  zur  Auflösung  die- 
ser  Aufgabe  gegeben  wird  und  auch  in  meiner  Anleitung  §.  15. 
In  etwas  allgemeinerer  Form  mitgetheilt  ist. 

Werden  nun  die  entsprechenden  Zahlenwerthe  eingeführt,  so 
ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle  aus  No.  13); 

1,05«— 1 

^ I ■■ 


16) 


2 = ^ _ Ig21,5785a36-Ig  15 

•gl.05  lg  1,05 

1,3340225-  1,1760913  _ 0,1579312 
0,0211893  ~ 0,0211893  ~ 

Ig0,1579312  = 0,1984679-1 
lg  0,02 11893  = 0,3261167  - 2 


N.  0,8723512  = 7,453345. 


Aus  No.  15)  wird ; 


17) 


15  — 1 


7. 


Dritte  Auflösung. 


Zu  a.  Man  nehme  an,  dass  die  Gesammtsumme  in  a;  Jahren 
von  jetzt  an  gerechnet  zu  zahlen  sei  und  bringe  dann  den  Werth 
sämmtlicher  Zahlungen,  welche  vor  und  nach  diesem  Zeitpunkte 
fällig  sind,  auf  diesen  Zeitpunkt  zurück.  Hiernach  ist; 

18)  Sj  = K.  l,0p^-i  + K.  l,0p*-2  + ....  S.  l,0/>  + K 

+ —+-^+-^4-  ^ 

^ l,0jo  + 1,0p*  + l,0p3  + • " l,0pn-.T 

_ l,0p^  — 1 , „ 1 - l,0p-n+^ 


0,0p 

Diess  führt  zu  der  Gleichung ; 


0,0p 


19) 


S = nK  = 


0,0p 


0,0p 


I 
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Hieraus  erhält  man  nach  den  nöthigen  Umformungen; 


lg«  - lg 


X = 


1 — l,0p-» 


lg  1,0p 

Diess  ist  dieselbe  Gleichung,  welche  in  No.  4)  gefunden  wurde. 

Zu  b.  Man  kann  nun,  wie  unter  a. , so  auch  für  die  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  eine  Gleichung  zur  Auffindung  dieses 
Zeitpunkts  entwickeln.  Ihre  Aufstellung,  noch  mehr  aber  ihre 
Auflösung,  ist  aber  mit  solchen  Weitläufigkeiten  verbunden , dass 
es  sich  der  Mühe  nicht  lohnt,  zumal  in  Aussicht  steht,  dass  sie 

auf  ein  von  den  bisher  gefundenen  verschiedenes  Resultat  füh- 
ren wird. 

Eine  vierte  A u fl ösun g zu  a.  ergibt  sich,  wenn  man  wie 
bei  der  dritten  verfährt  und  den  Zeitpunkt  der  Gesammtleistung 

auf  den  der  letzten  Zahlung  bezieht.  Man  erhält  dann  folgende 
(»leichung : 


21)  nK: 


und  hieraus : 


‘Jp’ . ,,  l-l.Op-  _ l.Op"- 1 

OyOp  * * Ort«  1,0p  2.  » 


0,öp 


0,0p 


z = 


1,0p«— 1 
0,0p 


— Igra 


lg  1,0p  ‘ • 

Diess  ist  die  in  No.  13)  gefundene  Bestimmung. 

Vergleicht  man  nun  die  gefundenen  Resultate,  so  stimmen 
die  durch  Zinszinsrechnung  gefundenen  unter  sich  genau  überein. 
Tj-  ^ bezieht  den  Zeitpunkt  der  Gesammtzahlun<r 

der  letzten  Zahlung! 

Beide  VVerIhe  ergänzen  sich  gegenseitig  und  es  ist 

a: = n — z = 15  - 7,453345  = 7,546655 , 

wie  denn  n = x + 2 sein  muss.  Die  unbedeutende  Differenz  in 
er  letzten  Ziffer  rührt  von  der  Rechnung  mit  Logarithmen  her, 

tiLr  h ^«''"'ässig  ist.  ^ Efe  lässt  sich 
namlicb  aus  No.  4)  und  No.  13)  leicht  nachweisen,  dass  « = ^-fz 
sein  muss,  denn  es  ist; 


W z = 


, , 1 - 1,0p-« 

's«— lg nnr- 


0,0p 


igLOp 


, 1,0p«  — 1 , 

lg  1,0p 


1>0/?”  — 1 l,0p”-l 

= ^ 0,0p.  1,0p«  0.0p 

lg  t;ü^~ = — — 


, 1,0p"— 1 

o,Op~+‘g^»V 

IgLOp  ~ 
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Diese  Harniünie  timlet  bei  den  durch  die  Kechming  mit  ein- 
fachen Zinsen  gefundenen  Resultaten,  r.ie  man  sieht,  nicht  statt. 
6ie  widersprechen  sich  und  den  eben  gemachten  Remerkun-en, 
denn  nach  No.  10)  «oll  die  Gesanimtzahlung  in  7, MO...,  von  jetzt 
an  gerechnet,  „ml  nach  No.  17)  enll  eie  7 Jahre  vor  ,1er  letalen 

**  Jafirea  von  jetzt  an  gerechnet,  geschehen. 
Oie  luhren  offenbar  auf  unrichtige  Kesultate. 


Aus  dem  Gesagten  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass  bei  der 
sogenannten  Termin-  oder  Zeitrechnung  die  Rechnung  mit  ein- 
achen  Zinsen,  wie  überall,  auf  unrichtige  Resultate  führt  und 
daher  unzulässig  ist,  obgleich  sie  in  verschiedenen  Lehrbüchern 
als  unbeanstandet  vorgetragen  wird. 


Man  kann  die  Richtigkeit  der  in  No.  4)  und  No.  13)  «refunde- 
nen  Resultate  durch  den  Thatbestand  nachweisen,  wenn  man 
ischritt  für  Schritt  die  Zahlungsleistungen  verfolgt,  die  Gesammt- 
sumnie  an  dem  festgestellfen  Zeitpunkte  verabfolgt  und  dann  <lie 

Rechnung  bis  zur  letzten  Zahlung  fortführt.  Diess  lässt  sich  in 
Kurze  auf  folgende  Weise  zeigen. 

Hat  Jemand  in  den  folgenden  15  Jahren  je  1000  zu  zahlen 

und  zahlt  er  die  Gesammtsumme  von  15000  erst  in  7, .5466 

^hren  auf  einmal,  so  ist  seine  Schuld  am  Ende  des  7te’n  Jahres 
bei  5 Procent  auf 


5=1000. 


1,05? -1 
0,05 


= 8142,0085 


angenachsen,  weil  er  in  der  Zwischenzeit  keine  Zahlung  leistete. 
Nimmt  man  der  kürzern  Rechnung  wegen  den  Zeitpunkt  der  Ge- 
sammtzahlung  zu  7,546  Jahren  an,  so  betragen  die  Zinse  dieser 
Schuld  in  0,546  Jahr  8142,085.0,546.0,05  = 222,2768.  Daher  er- 
wächst seine  Schuld  bis  zu  dem  bestimmten  Zeitpunkt  auf 

S,  = 8142,0085  + 222,2768  = 8364,2853. 

Zahlt  er  nun  die  Gesammtsumme,  so  bleibt  ein  üeberschuss  von 


ß = 15000  — 8364,2853  = 6635,7147. 

Dieser  wächst  tür  den  üeberrest  des  Jahres  von  0,454  um  den 

Zinsbetrag  von  6635,7147.0,454.0,05  = 150,6307.  Das  disponible 

Kapital  am  Ende  des  8ten  Jahres  ist  daher : 

Sz  = 6635,7147  + 150,6307  = 6786,3414. 


j 
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Werden  hievon  die  am  Ende  des  8ten  Jahres  faltigen  1000  ab 
gezogen,  so  bleibt  die  Summe  5786,3414  übrig,  welche  genügt 

Zn  fl  ^ Summen  voii 

1000  zu  decken,  denn  man  hat  hiezu  ein  Kapital  von 

ß = 1000 . = 5786,3734 

niithig,  welches  ganz  nahe  mit  dem  eben  angegebenen  Werthe 

y M " Rechnung  mU 

ab"eKurzfeii  Zahlen  her.  ” 


= 5786,3734 


§.  75. 

Nchliissbenierkungen, 

h.  allen  bisher  behanddten  Fällen  wurde  vorausgesetzt,  dass 

nhi  I.  7 der  vorgeschriebene  Tilgungs- 

plan richtig  eingehalten,  die  fälligen  Zinse  pünktlich  auf  le  ll 

Zeit  g„.ahl,  „„H  „ '„tieg.  werdet 

oder  werden  können.  Nur  unter  dieser  Bedin-unt. 

gef.n,de,,e„  Re,.„„„le  i„  er.,a„e„  werdet  VerCder 

Anleihen  m Staaten  mit  geordneten  Finaneen.  Hier  sind*  L 
Redingnngen  des  Calculs  vollständig  vorhanden. 

In  andern  \ erhältnissen,  und  naraentiieh  hei  Privaten  wird 

diese  Voranssehinng  nicht  immer,  „nd  diess  ist  vielleicht  der  « 
Wohnliche  Fall,  zntreffpn  nnrl  j .1  ^ uerge- 

rigkeiten  einer  pünktlichen  Erfüllung'dlr^V  e^' fl-  Schwie- 

Es  wäre  nun  ganz  ungeeignet,  die  Schwierigkeiten  und  Hin 

so  Ät::  rtifrV- 

::l  Sf*'  - ® verainst,  t"^t.'lw;„": 

5=10.1,0520  = 26,5329 

gebgf  imd  ^ jährlich  an- 

zu  einem  Kapitale  von  ’ * sammt  Zinseszins 


5 = 


1,0550—1 

0,05  - “09,345 


— 294  — 

erwachsen,  oder  eine  zu  5 Procent  verzinsliche  Schuld  von  100 
in  36  — 37  Jahren  vollständig  getilgt  sein,  wenn  jährlich  6 Pro- 
cent Zins  statt  5 Procent  gezahlt  werden.  Wenn  aber  diese 
Fälle  ini  Einzelnen  praktisch  durchgefiihrt  werden  sollen,  so  wird 
es  dem  besten  Willen  und  der  grössten  Thätigkeit  kaum  gelin- 
gen, die  sich  entgegenstellenden  Schwierigkeiten  und  Hindernisse 
glücklich  zu  überwinden.  Nur  eine  hiefür  eingerichtete  Annuitä- 
ten-Anstalt  wird  im  letzten  Falle  da  Hülfe  bringend  eintreten 
können,  wo  die  einzelne  Kraft  nicht  binreicht. 

Wollte  man  aber  umgekehrt  aus  dem  Umstand,  dass  die 
Sätze  der  politischen  Arithmetik  in  einzelnen  Fällen  des  prakti- 
schen Lebens  nicht  ihre  volle  Geltung  finden  können,  die  Folge- 
rung für  gerechtfertigt  halten,  das.s  ihre  Sätze  überhaupt  nicht 
anw’endbar  und  zulässig  seien,  so  dürfte  diess  noch  viel  unge- 
eigneter erscheinen.  Die  politische  Arithmetik  hat  diese  Unvoll- 
kommenheit mit  allen  Zweigen  der  Mathematik  gemein,  welche 
sich  mit  der  Anwendung  auf  das  praktische  Leben  beschäftigen, 
da  sie  einen  Theil  derselben  bildet.  Die  angewandte  Matbematik 
stellt  die  Gesetze  über  den  freien  Fall  der  Körper,  über  die  Bahn 
geworfener  Körper,  über  den  Ausfluss  der  Flüssigkeiten  u.  s.  w. 
fest.  So  bald  sie  aber  im  einzelnen  Falle  zur  Anwendung  kom- 
men sollen,  zeigt  sich  in  noch  viel  grösserem  Maasse  als  hier 
die  Undurchführbaikeit.  Niemand  wird  sich  aber  beigehen  lassen» 
aus  diesem  Grunde  die  Richtigkeit  der  von  ihr  aufgestellten  Lehr- 
sätze in  Zweifel  zu  ziehen  oder  für  unzulässig  zu  erklären,  denn 
diese  Beschränkung  rührt  nicht  von  der  Theorie,  sondern  von  der 
Einwirkung  äusserer  Ursachen  her,  welche  keinenfalls  der  Theorie 
zur  Last  fallen  können.  Im  Gegeniheil  wird  Jedermann  bemüht 
sein,  durch  Nachhülfe,  Verbesserungen  und  Abwendung  der  stö- 
renden Ursachen  die  Praxis  der  Theorie  anzupassen  und  zu  nähern, 
wozu  die  Geschichte  dieser  Wissenschaft  eine  Menge  von  Bele- 
gen liefert. 

ln  ganz  gleicher  Weise  stehen  die  Lehrsätze  der  politischen 
Arithmetik  dem  praktischen  Leben  gegenüber,  ln  mancher  Be- 
ziehung befinden  sie  sich  sogar  in  günstigerer  Stellung,  wie  bei 
der  Tilgung  der  Staats- Anleihen , bei  solchen  Anstalten,  die  mit 
grossen  Geldsummen  arbeiten,  Hinterlegungs-  und  Versicherungs- 
kassen, Annuitäten  u.  s.  w.  Hier  finden  ihre  Sätze  volle  und  un- 
verkürzte Geltung  und  Anwendung. 

Anstatt  aber,  wie  in  den  übrigen  Zweigen  der  Mathematik, 
dahin  zu  streben,  den  von  ihnen  aufgestellten  Sätzen  nachzukom- 
men und  die  Praxis  der  Theorie  zu  nähern,  ist  man  auf  den  un- 
erwarteten Ausweg  gekommen,  ihre  Sätze,  weil  im  einzelnen  Falle 
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wegen  äusserer  Hindernisse  oft  undurchführbar,  für  unzulässig  zu 
erklären.  Diess  ist  namentlich  von  vielen  Rechtslehrern  geschehen, 
welche  die  Lehre  von  der  Zinszins -Rechnung  bei  Berechnung  des 
Interusurlums  verwerfen  und  sich  nicht  mit  dieser  Negation  begnü- 
gen, sondern  die  Lehre  von  der  einfachen  Zinsrechnung  (die  so- 
genannte Hofimann’sche  Methode)  an  ihre  Stelle  setzen,  deren 
Unrichtigkeit  in  aller  Strenge  nachgewiesen  wurde.  Ganz  unge- 
rechtfertigt erscheint  dieses  Vorgehen.  Denn  an  die  Stelle  einer 
richtigen  Methode  kann  oflfenbar  nicht  eine  im  Princip  durchaus 
unrichtige  gesetzt  werden,  weil  sie  bei  der  Anwendung  einige 
mögliche  CoHisionen  umgebt. 

Ein  Punkt  ist  hier  noch  bervorzuheben , der  sich  auf  die  Be- 
nutzung der  Kapital werthe  bezieht  und  der,  wie  es  scheint,  nicht 
immer  richtig  gewürdigt  wurde. 

Die  Benutzung  eines  Kapitals  wird  durch  den  Begriff  Zins 
bezeichnet.  Er  ist  relativ  und  wird  gewöhnlich  durch  die  Ver- 
hältnisse oder  Uebereinkommen  festgestellt.  Werden  nun  Kapi- 
talwerthe,  die  zu  verschiedenen  Zeiten  fällig  sind,  nach  einem 
bestimmten  Zinsfusse  auf  einen  und  denselben  Zeitpunkt  zurück- 
gebraebt,  so  wird  hiedurch  immer  nur  eine  .Ausgleichung  für  vor- 
handene Forderungen  und  Ansprüche,  welche  sich  gegenüber 
stehen  (Schuldner  und  Gläubiger),  ermittelt.  Die  Werthberech- 
nung dieser  Forderungen  muss  auf  richtjger  Grundlage  und  muss 
jedem  Anspruch  in  vollem  Maasse  gerecht  werden.  Diese  Grund- 
lage ist,  wie  gezeigt  wurde,  einzig  und  allein  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen,  und  zwar  niit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 
Sie  muss  unverrückt  festgehalten  werden.  Jede  andere  führt  zu 
unrichtigen  Resultaten,  also  auf  Beschädigung  der  einen  oder 
andern  Seite.  Die  Möglichkeit,  wie  Jemand  die  auf  diesem  Wege 
ihm  zugewiesene  Kapitalsumme  benutzen  kann,  kon)mt  vorerst 
gar  nicht  in  Betrachtung  und  kann  nicht  in  Betrachtung  kommen, 
denn  es  hängt  von  seiner  Geschicklichkeit,  Thätigkeit,  Gewis- 
senhaftigkeit, Sparsamkeit,  Zeitverhältnissen  und  verschiedenen 
äusseren  Umständen  ab,  wie  er  die  ihm  zugewiesene  Summe 
benutzen  wird  und  kann.  Dem  Calcul  sind  alle  diese  Dinge  un- 
zugänglich und  unanfassbar.  Kann  Jemand  eine  in  einem  Zins- 
fuss  ihm  zugevviesene  Summe  durch  seine  Geschicklichkeit 
oder  wegen  äusserer  günstiger  A'erhältni.sse  in  einem  höhern  Zins- 
fuss  benutzen,  so  ist  diess  sein  Vortheil,  der  aber  in  den  Calcul 
nicht  übertragen  werden  kann.  Eben  so  wenig  kann  hiebei  der 
Umstand  in  Betrachtung  kommen,  wenn  Jemand  eine  ihm  in 
einem  bestimmten  Zinsfuss  zugewiesene  Summe  durch  Ungeschick- 
lichkeit, Nachlässigkeit  oder  Trägheit  theilweise  oder  ganz  ver- 
liert oder  in  einem  niedrigem  Zinsfuss  benutzt.  Die  Basis  der 
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Ausgleichung  kann  hierauf  keine  Rücksicht  nehmen.  Sie  muss 
objectiv  und  voll«erthig  sein  und  aufrichtiger  Rechnung  beruhen. 
Diesen  Punkt  haben  namentlich  alle  diejenigen  Rechtslehrer  ausser 
Acht  gelassen,  welche  behaupten,  dass  bei  der  Werthberechnung 
der  Forderung  einzelner  Personen  die  Möglichkeit  der  Benutzung 
nach  der  Zuweisung  berücksichtigt  werden  soll,  und  haben  hieraus 
ein  Moment  für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  hergeholt, 
was  nach  meiner  Ansicht  durchaus  unstatthaft  und  bei  einer  rich- 
tigen Kapitalberechnung  unzulässig  ist. 

Hierzu  liefern  die  in  §.71.  und  §.72.  behandelten  Fälle  einen 
eben  so  einfachen  als  überzeugenden  Beleg. 

Hat  Jemand  eine  Summe  von  2.50  nach  10  Jahren  an  seinen 
Gläubiger  auszuzahlen,  die  unterdessen  zu  4procentigen  Zinsen  be- 
nutzt Vierden  kann,  und  soll  sie  sogleich  unter  dieser  Voraus- 
setzung unter  beide  vertheilt  werden,  so  sind  nach  der  Zinszins- 
Rechnung  dem  Nutzniesser  81,10895  und  dem  Eigenthümer  168,89101, 
zusammen  250,  zuzuweisen.  Kann  nun  der  Eigenthümer  die  er- 
haltene Summe  nicht  sotort  den  V oraussetzungen  entsprechend 
nutzbringend  anlegen,  so  wird  es  der  Nutzniesser  noch  weniger 
können.  Beide  sind  dann  in  gleicher  Lage  und  keiner  ist  bevor- 
zugt. Wollte  man  nun,  um  diess  zu  vermeiden,  nach  der  ein- 
fachen Zinsrechnung  dem  Gläubiger  178,57142  (No.  12)  §.  71.)  und 
dem  Nutzniesser  den  Rest  mit  71,42858  zuweisen,  so  käme  letz- 
terer offenbar  in  Schaden.  Würde  man  aber  dem  Nutzniesser 
82,7058  und  dem  Eigenthümer  den  Rest  167,2942  zuweisen,  so 
käme  dieser  jedoch  unbedeutender  in  Schaden.  Würde  die  Ver- 
theilung  nach  4 Procent  Haupt-  und  2 Procent  Zwischenzinsen 
ermittelt,  so  träte  derselbe  Fall  ein.  Nur  eine  Rechnungsweise 
beschädigt  weder  den  Nutzniesser,  noch  den  Eigenthümer  und 
ist  die  objectiv  richtige. 

Dabei  ist  jedoch  nach  meiner  Ansicht  eine  billige  Berück- 
sichtigung der  Verhältnisse  des  praktischen  Lebens  nicht  ausge- 
schlossen. Sie  darf  aber  nicht  auf  einer  offenbar  falschen  Grund- 
lage beruhen. 

§.  76. 

Fortsetzung. 

Dass  eine  strenge  Durchführung  des  Calculs  bei  der  Anvven- 
dung  auf  besondere  Fälle,  bei  allem  Streben,  demselben  gerecht 
zu  werden,  oft  nicht  möglich  ist,  kann  nicht  in  Abrede  gestellt 
werden.  Man  hat  sich  dann  zu  begnügen,  möglichst  annähernde 
VVerthe  an  die  Stelle  der  vorgeschriebenen  zu  setzen.  Diess 
soll  an  folgendem  Falle  gezeigt  werden. 
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1)  Ein  Staat  hat  eine  Schuld  von  2000000  zu  5 Pro- 
cent in  10  Jahren  so  zu  tilgen,  dass  jährlich  200000  am 
Kapital  nebst  den  Zinsen  abgetragen  werden.  Die 
Schuld  soll  in  eine  gleich werthige  4procentige  umge- 
wandelt und  die  erlorderliche  Anzahl  von  Schuld- 
scheinen zu  100  a u s g e g e b e n werden.  W i e v i e I e S c h u I d - 
scheine  sind  auszustellen?  Wie  geht  die  Rückzah- 
lung vor  sich? 

A u fl  US  u ng.  üie  Sunimen , welche  zur  Heimzahlung  der 
Schuld  bei  jährlicher  V'erzinsung  in  den  folgenden  10  Jahren 
nüthig  werden,  ergeben  sich  aus  INo.  I)  §.32.,  wenn  ^ — 200000, 
= 2000000  und  /?  = 5 gesetzt  wird,  und  sind  der  Reihe  nach 
300000,  290000,  280000,  270000, ....  220000,  210000.  Diese  Werthe 
hat  man  entweder  einzeln  in  4procentige  umzusetzeri  oder  nach 
§.47.  No.  2)  zu  verfahren.  Wird  dort  J = 200000,  2000000, 

/?  = 5,  9 = 4,  w = 10  gesetzt,  so  entsteht: 


= (2M000+  100000-?^, 

= 50000.8,1108958  + 2500000.0,6755642 
= 405544,7889 . . . . + 1688910,422 
= 2094455,21. 

Der  Staat  hat  hiernach  eine  nominelle  Schuld  von  2094455,21 
statt  2000000  zu  übernehmen  und  20945  vierprocentige  Schuld- 
scheine zu  je  100  auszustellen,  wenn  55,42  zu  einem  vollen  Schuld- 
schein gerechnet  wird,  sie  zu  verzinsen  und  tilgen. 

Da  die  Schuld  nach  dem  oben  aufgestellten  TilgungspiaD 
zurückgezahlt  werden  muss,  so  sollten  der  Reihe  nach  in  den 
folgenden  10  Jahren  die  oben  angegebenen  Summen  300Ö00,  290000, 
280000,....  210000  gezahlt  werden.  Die  strenge  Einhaltung  die- 
ser Werthe  wird  nicht  durchführbar  sein.  Der  Tilgungsplan  erlei- 
det daher  folgende  iModification  ; 

IstesJahr.  Stand  der  Schuld 2094500 

4proc.  Zins  hinzu 83780 


Zins  mit  83780  und  2162  Schuldscheinen  ab 

Stand  der  Schuld 

Zins  hinzu 


Hievon  Zins  und  2149  Schuldscheine  ab  . 


k 


19** 


du...«. 
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3tes  Jahr.  Stand  der  Schuld 1663400  < 

Zins  .hinzu 66536 

1729936 

Hievon  Zins  und  2135  Schuldscheine  ab  . . 280036 

4tes  „ Stand  der  Schuld 1449900 

Zins  hinzu 57996 

1507896  i 

Hievon  Zins  und  2120  Schuldscheine  ab  . . 269996  | 

5tes  „ Stand  der  Schuld 12379UÜ  j 

Zins  hinzu 49516  J 

1287416  i 

Hievon  Zins  und  2105  Schuldscheine  ab  . . 260016  | 

6tes  „ Stand  der  Schuld 1027400  J 

Zins  hinzu 41096  J 

1068496  I 

Hievon  Zins  und  2089  Schuldscheine  ah  . . 249996  * 

7tes  „ Stand  der  Schuld 8 1 8500  i 

Zins  hinzu 32740 

85T246 

Hievon  Zins  und  2073  Schuldscheine  ab  . . 240040 

8tes  „ Stand  der  Schuld 611200 

Zins  hinzu 24448 

635648 

Hievon  Zins  und  2056  Schuldscheine  ab  . . 230048 

9tes  „ Stand  der  Schuld 4U5600 

Zins  hinzu 16224  ij 

421824  ( 

Hievon  Zins  und  2038  Schuldscheine  ab  . . 220024  ^ 

lOtes  „ Stand  der  Schuld 201800  a 

Zins  hinzu 8072  J 

I 

Hievon  Zins  und  2018  Schuldscheine  ab  . . 209872  || 

000000  I 


Man  sieht,  dass  die  Schuld  als  eine  4procentige  mit  der  letz- 
ten Zahlung  getilgt  ist.  Die  zurückgezahlten  Schuldscheine  be- 
tragen  zusammen  20945  und  steilen  daher  eine  vierprocentige  nomi- 
nelle Schuld  von  2094500  in  runder  Summe  vor.  Der  ursprüngliche 
Tilgungsplan  konnte  nicht  in  aller  Strenge  tlurchgeführt  werden, 
denn  statt  der  oben  festgestellten  Summen  wurden  folgende:  299980 
290032,  280036  , 269996,....  220024  , 209872  ausbezahlt,  welche  bald 
etwas  hoher,  bald  etwas  niederer  als  die  genannten  sind.  Das 
oben  Gesagte  findet  hiermit  seine  Bestätigung. 


Sechstes  Kapitel, 
lieber  l<eben8ver«icherun||^eii. 

§.  77. 

Einrichtung  und  Zweck  der  Lebensversicherungs* 

Anstalten. 

Unter  den  verschiedenen  Wohlthätigkeits- Anstalten,  deren 
Zweck  Sparsamkeit  und  Hebung  des  Wohlstandes  einzelner  Per- 
sonen und  Familien  ist,  haben  die  Lebensversicherungs- Banken 
eine  weite  \erbreitung  und  erfreuen  sich  grosser  Theilnahme. 

Unter  Lebensversicherung  wird  nämlich  ein  Vertrag  ver- 
standen, wornach  eine  Anstalt  oder  ein  Verein  mehrerer  Personen 
jährlich  bestimmte  Beiträge  empfängt  und  dafür  die  Verpflichtung 
übernimmt,  bei  dem  eintretenden  Tode  einer  bezeichneten  Person 
eine  im  Voraus  festgesetzte  Summe  auszuzahlen.  Derjenige,  mit 
welchem  dieser  Vertrag  abgeschlossen  wird,  heisst  der  Ver- 
sicherte, die  hierüber  ausgestellte  Urkunde  Police  und  die 
jährliche  Beitragssumme  Prämie. 

Die  Anstalt,  welche  die  hiefür  nöthigen  Geschäfte  besorgt, 
lührt  gewöhnlich  den  Namen  Bank  (Versicherungsbank),  ist  als 
eine  moralische  Person  vom  Staate  anerkannt  und  beruht  zur 
Hebung  des  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  Oeffentlichkeit, 
denn  die  Theilnehmer  an  dieser  Anstalt  leisten  jedem  einzelnen 
Versicherten,  also  sich  gegenseitig,  für  die  Erfüllung  der  über- 
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nommenen  Verbindlichkeiten  Gewähr  und  Sicherheit,  und  die  An- 
stalt legt  jährlich  öffentliche  Rechenschaft  über  den  Bestand  ihrer 
Mittet  ab. 

Die  Bank  übernimmt  Versicherungen  auf  das  Leben  einzel- 
ner Personen  und  zwar  auf  ihre  Lebensdauer,  lebenslängliche 
V ersicherungen,  oder  auf  eine  bestimmte  abgegrenzte  Zeit 
von  einem  oder  mehreren  Jahren,  kurze  Versicherungen, 
ferner  auf  zwei  verbundene  Leben,  so  dass  die  versicherte 
Summe  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  von  den  beiden  verbun- 
denen Personen  die  im  Voraus  hezeichnete  (B)  die  andere  (A) 
überlebt,  öeberlebens-\ ersicherungen.  Sie  werden  nur 
auf  Lebensdauer  abgeschlossen.  Endlich  ist  gestattet,  ausser  der 
Versicherung  auf  das  eigene  Leben  auch  Versicherungen  auf  das 
Leben  Anderer  abzuschliessen. 

Diejenigen  Personen,  welche  lebenslängliche  V'ersicherungen 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  Ueberlebensversicherun- 
gen  mit  der  Bank  abgeschlossen  haben,  sind  Eigenthümer  der 
Anstalt  oder  Banktheil  haber.  Sie  leisten  sich  gegenseitig 
Sicherheit  und  nehmen  an  den  üeberschüssen  der  Bank  Theil. 

Die  Einnahmen,  wodurch  die  Bank  in  Stand  gesetzt  wird, 
ihren  Verpflichtungen  nacbzukonimen,  bestehen  hauptsächlich  in 
den  laufenden  Beiträgen  oder  Präiniengeldern,  dann  in  den  Zin- 
sen von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  sich  ergeben- 
den Agiogewinn. 

er*,  ichtrun^en  zu  jeder  Zeit  eines  J.'ihres  abgescblos- 
sen  werden  können  und  die  Prämiengelder  auf  Jahresfrist  gezahlt 
werden,  also  in  das  nächste  Jahr  hinüherlaufen  können,  so  wer- 
den die  Beiträge  jeweils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  beiden 
Jahre  vertheilt  (üeberträge). 

Die  Ausgaben  der  Bank  bestehen  in  den  auszuzahlenden  Ver- 
sicherungssummen, in  den  Dividenden,  einzelnen  besondern  Ver- 
gütungen aus  der  Reserve  und  in  den  Verwaltungskosten,  deren 
Betrag  mit  Rücksicht  auf  möglichste  Ersparniss  normal  bestimmt 
ist  und  für  besondere  Fälle  bestimmt  wird,  ferner  in  zufälligen 
Verlusten,  welche  die  Bank  ohne  Schuld  ihrer  Beamten  treffen. 

üeberschuss  der  Einnahmen  über  die  Ausgaben  bildet 
den  bonds  der  Bank,  der  alle  vorräthigen  Zahlungsmittel  in 
sich  begreift.  Ein  Theil  des  Bankfonds  dient  als  Reserve  zur 
Deckung  für  künftig  fällig  werdende  Versicherungssummen,  ein 
Theil  als  Sicherheitsfonds,  um  Deckungsmittel  für  ausserordent- 
liche Fälle  zu  haben, 
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Die  Reserve  besteht  in  dem,  was  von  den  Prämiengeldern 
zurückgelegt  wird.  Die  jährlichen  Beiträge  des  einzelnen  Mitglie- 
des bleiben  nämlich  für  das  ganze  Leben  der  Versicherten  gleich. 
In  den  ersten  Jahren  werden  dieselben  eine  grössere  Summe  lie- 
fern, in  den  spätem  aber  eine  kleinere,  als  sich  nach  dem  Sterb- 
, llcbkeitsgesetz  für  die  Auszahlungen  ergeben  wird.  Der  Ueber- 
I scbuss  aus  den  früheren  Jahren  muss  daher  dazu  dienen,  den 
* Ausfall  in  den  späteren  zu  decken.  Der  jedesmalige  Betrag  der 

' Reserve  wird  jährlich  berechnet  und  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Be- 

J rechnung  nach  den  in  der  Anstalt  sich  ergebenden  Abweichun- 
' gen  von  dem  angenommenen  Sterblichkeitsgesetze  berichtigt. 

Der  Sicherheitsfonds  besteht  in  den  jährlich  angesam- 

Imelten  Ueberschüssen.  Der  reine  üeberschuss  ist  die  Summe, 
welche  nach  Abzug  aller  Ausgaben  und  der  Reserve  eines  Jah- 
^ res,  sowie  der  oben  genannten  üeberträge  von  der  Einnahme 
übrig  bleibt.  Er  ist  Eigenthum  der  Banktheilhaber  nach  den» 
Maassstabe  der  eingezahlten  Prämiengelder  und  macht  die  Divi- 
dende des  betreffenden  Jahres  aus. 

Nicht  jede  Summe  kann  versichert  werden.  Die  Gothaer 
Lebensversicherungs- Bank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
zwischen  300  und  J5000  Thaler  (das  Maximum  wird  jeweils  vom 
Vorstande  bestimmt)  an;  die  Lübecker  zwiscben  300  und  30000 
Mark,  die  VV'iener  zwischen  10  und  20000  Gulden  u.  s.  w. 

Auch  die  Eintrittszeit  ist  beschränkt.  Die  Gothaer  Bank  ge- 
stattet den  Eintritt  für  Personen  zwischen  dem  15ten  und  GOsten 
Lebensjahre.  Der  Eintritt  der  Personen  höhern  Alters  kann  nur 
■)  ausnahmsweise  und  mit  Genehmigung  des  Bankbüreaus  geschehen. 

Die  Lübecker  Bank  gestattet  ihn  für  Personen  zwischen  dem 
••  lOten  und  67sten;  die  Wiener  zwi*schen  dem  ISten  und  70sten ; 
I die  Frankfurter  zwischen  dem  Isten  und  70sten  Lebensjahre  u.  s.w. 

I Die  zu  versichernden  Summen  müssen  durch  100  theilbar,  also 

i runde  Zahlen  von  100  sein. 

Ausserdem  können  Summen  so  auf  bestimmte  Jahre,  jedoch 
nicht  unter  einem  bestimmten  Minimum  versichert  werden,  dass 
die  Auszahlung  versicherten  Summe  wie  gewöhnlich  erfolgt, 
^ wenn  die  versicherte  Person  innerhalb  des  bezeichneten  Zeitraums 
stirbt,  dass  sie  aber  spätestens  am  Schlüsse  des  letzten  Jahves 
erfolgt,  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Die  Prämiengelder  für  lebenslängliche  und  üeberlebens  - Ver- 
sicherungen werden  bis  auf  ein  bestimmtes  Jahr  (das  85ste  oder 
ÖOste,  letzteres  bei  der  Gothaer  Bank)  berechnet  und  bezahlt. 
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Oie  Prämienzahlang  hört  auf,  wenn  die  versicherte  Person  das 
genannte  Alter  erreicht  hat,  und  es  erfolgt  sofort  die  Auszahlung  I 
der  V ersicherungssumme. 

Das  Aufhören  oder  der  Verlust  einer  Versicherung  ist  an  be- 
stimmte Bedingungen  geknöpft  und  erfolgt  unter  den  durch  die 
tatuten  festgestellten  Verhältnissen  in  gewissen  Fällen  von  selbst. 

Ls  ist  jedoch  auch  der  freiwillige  Austritt  aus  der  Gesellschaft  i 

er  aubt.  In  diesem  Falle  und  in  bestimmt  vorhergesebenen  wird  j 

bei  lebenslänglichen  Versicherungen  dem  Inhaber  einer  Police  I 
gegen  deren  Rückgabe  eine  besondere,  nach  festgestellten  Grund-  ) 
Sätzen  zu  berechnende  Vergütung  aus  dem  Reservefonds  der  An- 
stalt, unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  für  Versicherungen 
vorhandenen  Dividenden- Antbeile,  gewährt. 

§.  78. 

Werthbestimmung  einer  Leibrente  für  eine  Person  j 

von  bestimmtem  Alter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Prämissen  sind 
die  hierher  gehörigen  Berechnungen  zu  gründen.  Sie  beruhen, 

wie  sich  diess  später  zeigen  wird,  vorzüglich  auf  der  Werthbe- 
stimmung der  Leibrenten. 

Unter  Leibrente  versteht  man  nämlich  eine  bestimmte  Summe 

n eiche  so  lan«c  jährlich  ausgezahlt  wird,  als  eine  Person 

von  hestimmtem  Alter  lebt  und  deren  Anszahlnng  aufhört,  wenn 
dieselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  man  den  Werth  einer  Leibrente  bestim- 
men,  wenn  man  von  den,  zu  deckenden  Bedürfnisse  einer  Anstalt 
ausgeht,  welche  es  unternimmt,  irgend  einer  Anzahl  von  Perso- 
nen, welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jahre  angeboren  eine 
derartige  Rente  zu  gewähren.  * 

Bezeichnet  man  die  Zahl  der  demselben  Jahre  angehörigen 
I ersonen  durch  («Jährigen  Personen),  und  legt  hiebei  eine 
estimmte  isterblichkeitstafel  zu  Grunde,  so  dass  die  Zahl 
der  Personen,  welche  am  Ende  des  Isten,  2ten,  3ten....  Jahres 

u.  s.  w.  bis  zur  aussersten  Lebensgrenze  noch  am  Leben  sind,  der 
Keihe  nach  durch 

*^0+1 » yia~l-u 

V.U  bezeichnen  sind,  so  hat  die  Anstalt  am  Ende  der  genannten 
Jahre  lolgcnde  Snmmen  anszuzahlen,  wenn  jede  noch  lebende 
1 erson  die  Rente  Al, jährlich  geniesseii  will: 
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9 ^fli-f-2 . Ä , , ....  •^a-pu . ßlLt 

Rabattirt  man  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
Zinsfuss  p,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  zur  Deckung  des 
Bedürfnisses  erforderlichen  Summe: 

p ^ I -^g-f-2.  /L  ^ • /L  ^ • A. 

L0/>  + l,0/>2  + 

Diesen  Werth  haben  die  sich  betheiligenden  Personen  in  die  Fasse 
zu  zahlen.  Nennt  man  nun  die  Summe,  welche  jeder  einzulegen 
hat,  Ea,  so  beträgt  ihre  Gesammt-Einlage,  da  jeder  sich  für  die 
gleiche  Summe  betheiligt,  Ea.Aa.  Hieraus  und  aus  2)  ergibt  sich 


die  Gleichung: 


r A f>  { Ag^l  Ag^2  Ag^g  Ag-f-u^ 

^ “ V l,U/>  + l,0p^  + J,0/>3  + ••  EUp’^J  ^ ’ 

also : 

r«v  jr>  / Ag-^1  Ag^2  Ag^y 

’ “ ~ Ag  V LOp  + 1 ,0p^  + ] ,0/>3  + ••••  1 ,0p‘^J  • 

Setzt  man,  was  gewöhnlich  geschieht,  /v  = l,  so  stellt  sich  der 
Werth  einer  Leibrente  von  dem  jährlichen  Betrage  I für  eine 
«jährige  Person,  die  durch  Lg  bezeichnet  werden  soll,  auf  fol- 
gende Weise  dar : 

r fAg^l  ^ Ag-\-2  ^ Ag-f-g  ^ Ag^u\  1 Q-|-U 

- JaV  1,0/.  +i,0/.2+i,0/>3 + ••••  > 

wenn  nach  dem  Sammelzeichen  (Z)  allmälig  « = 1,  2,  3....«  »esetzt 
wird. 

Aus  1)  kann  man  auf  jeden  beliebigen  Werth  der  Leibrente 
(E)  übergehen,  wenn  der  Ausdruck  mit  A multiplicirt  wird.  Auch 
kann  in  No.  4)  statt  « jeder  andere  Werth  a + n gesetzt  werden. 
Es  ändert  sich  nur  die  Form  und  es  entsteht  für  den  Werth  1: 


I ^a-^n-f-2  j 

1,0p  l,0p^  •Xöp^/ 


§.  79. 

Verschiedene  Arten  von  Leibrenten. 

Man  unterscheidet  zw'ischen  aufhörenden,  aufgescho- 
benen und  temporären  Leibrenten,  und  versteht  unter  einer 
aufhörenden  Leibrente  eine  solche,  welche  mit  dem  Ende  des 
ersten  Jahres  für  eine  «jährige  Person  beginnt  und  n Jahre  dauert; 
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unter  einer  aufgeschobenen  eine  solche,  welche  erst  nach  Llin- 
fluss  von  m Jahren  beginnt  und  bis  zur  Lebensgrenze  dauert ; 
unter  einer  temporären  eine  solche,  welche  nach  ümfluss  von 
m Jahren  beginnt  und  n Jahre  dauert. 

Die  Werthe  dieser  Leibrenten  lassen  sich  nach  dem  Inhalt 
des  §.  78.  leicht  bestimmen. 

Beginnt  eine  Leibrente  mit  dem  Ende  des  ersten  Jahres  und 
dauert  n Jahre,  so  kommen  die  n ersten  Glieder  der  Reihe 
No.  2)  §.  78.  in  Betrachtung,  und  der  gegenwärtige  Werth  des 
Bedürfnisses,  welches  die  Gasse  zu  decken  hat,  ist  bei  einer 
Leibrente  von  1 : 


|.  n -^a+l  , ^a+2  ■ '^g+3  ■ ^a+n 

1,0p  ■*■••••  l,Üp»' 

Bezeichnet  man  den  Werth  einer  aufhürenden  Leibrente  für  eine 
«jährige  Person  durch  La;  i,n‘,  so  ist  der  einmalige  Beitrag  einer 
Person,  wenn  sich  Aa  Personen  betheiligen: 

2) 

1 / .i4o-f  1 I Aa^i  . Aa+3  Aa+n  \ ^ v" 

V 1,0p  J,0p2  + l,üp3  + 1.0p»J  - Aa  Lü^”‘ 

Dieser  Werth  kann  durch  den  Werth  einer  lebenslänglichen  Leib- 
rente nach  §.  78.  ausgedrückt  werden.  Ergänzt  man  nämlich  den 
Werth  der  Reihe  in  No.  2)  bis  zur  Lebensgrenze  und  zieht  die 
zugezählten  Glieder  wieder  ab,  so  erhält  man: 

3) 


La;  l,n  — 


^0+1 


+ 


Aa^i 


Aa.l,Op  ' Aa-hOp“^ 

, Aa-f-n-f-2 


* ••• 


Aa-f-n  Aa-^n-f-1 

Aa.l,Op" 


Aa.l,Op«+^ 


Aa-f-u 


^ Aa.l,Op”+^'”‘Aa.l,Op^ 

Aa-^n-f-l  Aa-f-n-f-i  Aa-^u 


Aa.l,Op”+^  AaA,Op"+^ 


Aa.lOp’^' 


Die  erste  Reihe  drückt  nach  No.  4)  §.  78.  den  Werth  einer  lebens- 
länglichen Leibrente  La  aus.  Multiplicirt  und  dividirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  Aa-\-n  und  zieht  den  allen  Gliedern 
gemeinschaftlichen  Factor  im  Nenner  Aa-l,Op”  aus  der  Reihe,  so 
geht  No.  3)  über  in : 

4) 


j Aa^n  1 / . Aa-f-n-f-i  Aa-f-n-l-u'\ 

hOp  ^ 1,0p*  + ■ lÄij^/' 
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Die  Reihe  in  dieser  Darstellung  drückt  nach  5)  §.  78.  gleichfalls 
den  Werth  einer  lebenslänglichen  Leibrente  aus.  Führt  man  die- 
sen Werth  ein,  so  ergibt  sich  aus  No.  4)  der  gesuchte  Werth  für 
eine  aufhorende  Leibrente  auf  folgende  Weise: 


j La+n. 

Soll  der  Werth  einer  aufgeschobenen,  nach  Umfluss  von  m Jah- 
ren beginnenden  und  bis  zur  Lebensgrenze  dauernden  Leibrente 
bestimmt  werden,  so  kommen  die  Glieder  der  Reihe  in  No.  2)  oder 
No.  4)  §.  78.  vom  (m-pl)ten  an  in  Betrachtung. 

Der  gegenwärtige  Werth  des  Bedürfnisses  der  Gasse  ist  daher: 


Ag-f-m-f-l  AaJ-m-f-2  Aa-f-m-j-s 

l,0p">+^  4-  ]^0p'"+*  + 


Ag-f-m-f-U 

l^Op’^ 


? Ag-f-m-l-2  Ag-f-m-f-3  Aa-f-m-f-u\ 

i,0p”’\  1,0p  1,0p*  + LOps  "^'"'T^öp“  y’ 

Da  dieser  Betrag  durch  Aa  Theilnehmer  gedeckt  werden  muss, 
so  ergibt  sich  sofort  der  Beitrag  des  einzelnen,  wenn  der  Werth 
der  aufgeschobenen  Leibrente  durch  Lg.m  bezeichnet  wird,  durch 

7) 

r 1 / Ag+m^  Ag^m+2  ^a+m-l-3 

Ja.  1,0p- V j.op  + J,Op~*“  + ~Xö^  + "”To^/ 

Durch  Multiplikation  und  Division  mit  Ag+m  kann  auch  diese 
Reihe  durch  eine  lebenslängliche  Leibrente  nach  No.  5)  §.  78,  aus- 
gedrückt werden.  No.  7)  erhält  dann  folgende  Form: 


L„,„=  . ~ ( . A^r^ 

Ja.  1,0p-  Jo+mV  1,0p  ^ 1,0p*  +••••  1,0p“  J 


Jg-t-m 

Ag.  1,0p 


. -La-f-m . 


Die  Werthhestimmung  einer  temporären  Leibrente  ergibt  sich 
auf  gleiche  Weise,  denn  es  werden  hiezu  n auf  einander  folgende 
Glieder  vom  (m  + I)ten  Gliede  an  in  der  Reihe  No.  2)  oder  No.  4) 
§•  78.  nöthig.  Der  gegenwärtige  Werth  des  von  der  Gasse  zu 
deckenden  Bedürfnisses  ist  daher: 

9)  — , Ag^m+i  , Ag+m+3  , Jo-|-m+* 

l,0p-+i  I,0p-+*  4"  l,0p-+8  + ••••  l,0p«+«* 


ui 


I 
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Der  Beitrag  für  den  einzelnen  Tlieilnehmer,  der  durch  La;m,n 
bezeichnet  werden  soll,  ist: 


r „ ? ^afm+3  ^o+m+n\ 

1,0p- 1,  i,üp  +T<5F +Tö)S5-  + ---i^^^ 

Durch  Multiplikation  und  Division  mit  Ja+m  kann  man  diese  Dar- 
stellung nach  No.  2)  auf  den  Werth  einer  aufhörenden  Leibrente 
für  eine  (a  + m)jäbrige  Person  zurückbringen,  denn  es  entsteht: 


‘ i 


La  ; m,  n — 


^ /^afwi+l  ^4afn,+2  Aa+m+n\ 

yia.hOp'»  ' Aa+m\  l,0p  + l,0jO*  + ' • l,0p’‘  ) 


Aa-\m  , 


Man  kann  nun  auch  hier  verfahren  nie  in  No,  1)  — 5)  geschah, 
die  fehlenden  Glieder  der  Reihe  ergänzen  und  dann  wieder  ab- 
ziehen.  Einfacher  ergibt  sich  die  Sache,  wenn  man  den  Werth 

von  La-\-m;i,n  nach  No.  5)  behandelt  und  a-\-m  statt  a schreibt. 
Es  entsteht: 

a+m;  l,n  — La^m  La+m+n . 

Wird  dieser  Werth  in  No,  11)  eingeführt,  so  ergibt  sich  zur 
Werthbestimmung  einer  temporären  Leibrente  folgende  Gleichung : 

19\  T Aa-\-m  .J  -^a-f-m-fn  _ 

) , 1 Qpm  (^a+m  - I 

Ag^m  ^ Ag-f-m-f-n  , 

~Ag.l  ,0p">  ~ Ag.l,üp”>+^ 


Hiernach  sind  die  Werthe  der  verschiedenen  Arten  von  Leib- 
renten sämmtlich  auf  die  Werthe  lebenslänglicher  Leibrenten  zu- 
rückgebracht, und  man  hat  es  nur  mit  den  letztem  zu  thun. 

§.  80. 

Methoden  für  die  Werth  berechn  ung  der  Leibrenten. 

Bei  Auswerthung  der  Leibrenten  für  Personen  der  verschie- 
denen Lebensalter  hat  man  eine  bestimmte  Sterblichkeitstafel  zu 
Grunde  zu  legen,  hieraus  nach  den  in  §.  78.  und  §.  79.  gefun- 
denen  Gleichungen  zu  verfahren,  und  die  fraglichen  Werthe  für 
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1 die  sämmtlichen  Jahre  einer  Sterblichkeitstafel  zu  berechnen,  um 
1 sie  weiter  benutzen  zu  können. 

]j  Liesse  sich  die  Zahl  der  Lebenden  aus  einem  bestimmten 

Gesetze  ableiten,  so  würde  diess  die  Werthberechriun"  der  Leib- 

f ö 

j renten  sehr  erleichtern.  Diess  ist  aber  nicht  der  Fall,  daher  wird 

Idie  Ermittelung  dieser  Werthe  für  eine  grosse  Gliederanzahl  der 
fraglichen  Reihe  sehr  mühevoll.  Man  kann  jedoch  bei  Ausfüh- 
rung der  nöthig  werdenden  Rabattirungen  manche  Erleichterung 
anbringen. 

Es  gibt  jedoch  schon  gefertigte  Leibrententafeln,  wodurch  man 
der  Mühe  der  Rechnung  überhoben  ist. 

Zu  den  bekannteren  altern  Tafeln  gehören  die,  welche  auf 
der  zu  Northampton  beobachteten  Sterblichkeits- Ordnung  beruhen 
und  von  allen  Lebensversicherungs- Anstalten  in  London  benutzt 
: werden,  dann  die  von  Deparcieux.  Zu  den  neuern  gehören  die 

von  Brune,  berechnet  von  Hattendorf  (Leibrenten  und 
Lebensversicherungen  von  D.  Jones.  Deutsch  bearbei- 
tet von  K.  Hattendorf.  Han n o ve r 1859) , dann  eine  von  Herrn 
M.  Kasten  in  Frankfurt  berechnete  und  nur  mitgetheilte,  die 
f sich  auf  die  von  Finlaison  angegebene  Sterblichkeits-Ordnung 
gründet. 

JV  on  den  Methoden,  deren  man  sich  zur  Berechnung  der  Leib- 
renten bedienen  kann,  werden  hier  folgende  angeführt: 

Erste  Methode.  Sie  besteht  in  der  direkten  Berechnung 
der  in  No.  4)  §.  78.  angegebenen  Gleichung.  Zu  dem  Ende  hat 
man  in  die  Formel 

l'i  T ^ , ^a-l-2  ^ 

^ Ja V 1,0/;  + l,0p^  + l,0/;3  + "•*  LOW 

bei  einem  bestimmten  Zinsfuss  die  Werthe  der  A nach  einer  ge* 
wählten  Sterblichkeits-Ordnung  und  für  l,0y^  einzuführen,  jedes 
einzelne  Glied  zu  berechnen  und  sie  in  eine  Summe  zu  vereinigen. 

Hiernach  ist  der  Werth  einer  Leibrente  für  einen  89jährigen 
Mann  nach  Finlaison  bei  3 Procent: 

Ir, / ^'^90  I ■^gi  , -^92  , ^93  , Ag^  \ 

“ As9  V 1,03  ^ 1,03*  1,033  + 1,03-*  + TJ)3V 

_ 1 / 11  7 4 . 3 , I 

~ 17  U,03  + 1,03*  + 1,033  + l,a3^+ WV' 

Es  ist: 


□ 


20* 
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11 . 1.03- 1  = 11 .0,9708737=  10,6796116 

7.1.03- 2=  7.0,9425959  = 6,5981714 

4.1.03- 8=  4.0,9151417=  3,6605666 

3.1.03- *=  3.0,8884870  = 2,6654611 

1.1.03- «=  1.0,8626088=  0,8626088 


24,4664195 

17 


24,4664195 

1,43920115. 


Diese  Methode  ist  sehr  mühevoll  und  zeitraubend,  wie  man  sieht. 

Zweite  Methode.  Eine  zurücklaufende  Berechnungsweise 

erhält  man  dadurch,  dass  man  aus  iNo.  I)  das  erste  Glied 
innerhalb  der  Klammer  scheidet.  Es  entsteht; 


3) 


A . 1,0;ö 


_1_^ Ag-^2  I , -^a-j-4  , 

^a+1  V hOp  l,0/>2  + 1,0;,3  + 

_ Aa+1  , 


^a+u  V 

l,0/>“-vJ 


wie  sich  diess  aus  No.  5)  §.  78.  ergibt,  wenn  man  n = l setzt. 

Ist  nun  der  Werth  einer  Leibrente  für  eine  (a  + I)jährige  Per- 
son gefunden,  so  kann  man  daraus  den  für  eine  um  ein  Jahr 
jüngere  Person  durch  Ausführung  der  in  No.  3)  angezeigten  Ge- 
schäfte finden.  So  ist  der  \Verth  einer  Leibrente  für  einen  88jäh- 
rigen  Mann  nach  Finlaison: 


4) 


17 


= 24j;Ö3  (1  + 1,43920115) 
= 1,67744415. 


41,46641955 

24.1,03 


Ein  einmal  begangener  Fehler  schleppt  sich  in  den  darzustellen- 
den Werthen  weiter.  Es  wird  daher  zweckmässig  sein,  nach  einer 
andern  Methode  von  Zeit  zu  Zeit  eine  Controle  vorzunehmen. 

Dritte  Methode.  Man  beginne  mit  dem  letzten  Gliede 
rabattire  mit  zähle  hinzu  die  Zahl  der  im  vorher* 

gehenden  Jahre  lebenden  Personen  (^a+u-i),  rabattire  die  erhal- 
tene Summe  mit  1,0/?,  fahre  so  fort  und  theile  schliesslich  mit 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  ./la.  Diess  Verfahren  stellt 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 


I; 
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/ 

La  =((• 

Diese  Methode  hat  den  Vortbeil,  dass  man  mit  jedem  Gliede  ab- 
brechen, die  schon  erhaltenen  Werthe  benutzen  und  der  Reihe 
nach  allmälig  die  Werthe  der  Leibrenten  für  jedes  Alter  einer 
Sterblichkeits- Ordnung  berechnen  kann.  So  ist  unter  der  oben 
angegebenen  Voraussetzung; 


, 1 1 0.9708738 

^»8  — 1,03  ■ 3 “ 3 “ 0,3236245 , 


, /I  1 3,97087378  3,85521726 

^2“U,03  + Vl,03.4“  4.1,03  ~ 4 -«.90380431, 


X //  1 1 . A 1 4 -h 3,85521726  7,62642453 

^«-VVl,03  + Vl,03  + Vl.03.7  - 7.1,03  ~ 7 


= 1,08948921 , 


r ..W  .7^  1 7 -f 7,62642453 

- Vvvi,03  +v  1,03  +V  1.03+  / ‘ 1.03. 11  ~ 11. 1,03 


14,20041216 


= 1,29094656, 


Lg,  = (14,20041216 -1-11) 


24,46641957 


1,03.17 


= 1,43920115 


u.  s.  w.  Führt  man,  wie  hier  geschehen,  die  Rechnung  mit  der 
Division  durch  1,03  aus,  so  hat  man  eine  grosse  Zahl  von  Deci- 
malstelieii  nüthig,  um  die  früheren  Werthe  richtig  zu  erhalten. 
Es  wird  daher  die  Rechnung  mit  Logarithmen  hier  vorzuziehen 
sein,  was  eine  Erleichterung  gewährt,  da  man  ausser  den  Zahlen 
der  Lebenden  nur  den  Logarithmen  von  1,03-^  bedarf.  Um  sicher 
zu  gehen,  kann  man  gleichzeitig  die  zweite  Methode  benutzen. 

Vierte  Methode.  Wird  die  Reihe  No.  1)  mit  1,0/?“  raulti* 
plicirt  und  dividirt,  oder,  was  dasselbe  ist,  wird  der  Divisor 

äus  der  Klammer  geschieden,  so  entsteht: 

7) 

Vergleicht  man  hiermit  den  Werth  der  Leibrente  für  eine 
^®+l)jährige  Person,  so  entsteht: 


1. 


^ ■ 
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La+l 
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In  beiden  Reihen  sind  die  («-1)  letzten  Glieder  einander  deicb. 
Man  kann  daher  von  8)  auf  7)  iiher^eUeu.  Zu  dem  Ende  hat  man 
zu  der  Summe,  «eiche  die  Glieder  der  eingeschlossenen  Reihe 

n i o.  8)  bilden,  Jo+i . zu  zählen  und  dann  mit  dem  vorge- 
schriebenen Divisor  zu  theilen. 

Um  die  Leibrenten  für  eine  bestimmte  Sterhlichkeitstafel  zu 
erhalten,  hat  man  also  die  verschiedenen  Summen  der  Reihe 

Aa+u  -f  Aa-i-u-l.  l,0p  + A+„-2.1,0/>2  + Aa+u-^.l,0p^  + .... 

ZU  bilden  und  die  angezeigte  Division  bei  jeder  einzelnen  Summe 
zu  machen.  Da  diese  Methode  hauptsächlich  auf  Multiplikationen 
beruht,  so  lässt  sie  sich  leicht  durchführen,  wenn  man  im  Be- 
sitze von  Multiplikationstafeln  ist.  Die  Werthe  von  l,0p’‘  und 
1,0;^  « sind  den  bekannten  Tafeln  zu  entnehmen.  Zudem  gewährt 
die  Methode  den  Vorlheil,  dass  sich  ein  bei  der  Division  began- 
gener Fehler  nicht  lortschleppt  und  die  Sunimirung  der  Reihe 
sich  leicht  controliren  lässt,  man  also  bei  einiger  Aufmerksam- 
keit gegen  die  Gefahr  des  Fehlens  geschützt  ist.  Man  kann  für 
die  nothig  werdenden  Geschäfte  eine  besondere  Tabelle  entwer- 
fen in  nachstehender  Weise,  wozu  die  Sterblichkeitstafel  von 
rinlaison  benutzt  ist: 

I Zahl  der  I I i , 


Alter 

Lebenden 

Aa 

1,03-n 

1,03” 

Werth  der 
Leibrente 

94 

1 1 

93 

3 

0,970873786 

1,03 

1 

0,3236246 

92 

4 

0,942595909 

1,0609 

4,09 

0,9638043 

91 

7 

0,915141659 

1 1,092727 

8,3336 

1,0894892 

90 

11 

0,888-187048 1 

1,125.50881 

15,982689 

1,2909466 

89 

f 

17 

j 

0,862608784 

1,159274074 

28,36328591 

1,43920115 

88  ! 

21 

0,837484257 

1,194052297 

48,070945168 

1,6774441 

87 

( 

34 

0,813091511 

1,229873865 

76,728200296 

1,8349132 

86 

44 

0,789409234 

1 

1,266770081 

118,543911706 

2,1268108 

85 

56  1 

0,766416732 1 

1,304773184 

174,281795270 

2,3852228 

84  1 

1 

68  ( 

0,744093915  i 

1 

1,343916379 i 

1 

247,349093574 

1 

2,7066317 

Die  Werthe  der  fünften  Reihe  (S)  findet  man,  wenn  man  die 
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Werthe  der  zweiten  (Aa)  und  der  vierten  (1,03”)  vorhergehenden 
Horizontalreihe  multiplicirt  und  zu  der  Zahl  in  derselben  fünften 
Horizontalreihe  addirt.  So  ist  die  Zahl  (S)  in  der  vierten  Hori- 
zontalreihe : 

8,3336  = 4. 1,0609  -F  4,09  = 4,2436  -F  4,09. 

Die  Werthe  der  Leibrenten  findet  man,  wenn  man  den  Werth  in 
der  fünften  Reihe  mit  dem  Werthe  in  der  dritten  gleichen  Hori- 
zontalreihe multiplicirt  und  durch  die  Zahl  der  zweiten  gleichen 
Horizontalreihe  theilt.  So  ist: 


Lg,  = 1 . 1,03-3  (4 . 1,03*  -F  3 . 1,03  -F 1)  = 1 . 1,03-3 . 8,3336 


0,915141659.8,3336  7,626424529 


= 1,0894892. 


Die  eben  mitgetheilte  Methode  empfiehlt  sich,  wie  man  sieht, 
als  eine  bequeme,  sehr  fördernde  und  sichere  Methode  und  ver- 
dient vor  den  übrigen  wohl  den  Vorzug. 

Sind  die  Werthe  der  lebenslänglichen  Leibrenten  für  eine 
bestimmte  Sterblichkeitstafel  bekannt,  so  ergeben  sich  die  für 
aufhürende,  aufgeschobene  und  temporäre  nach  §.  79.  ohne  Schwie- 
rigkeit. 


§.  81. 


Werthbestimmung  einer  Leibrente,  welche  so  lange 
gezahlt  wird,  als  zwei  Personen  von  bestimmtem  Alter 

sich  am  Leben  befinden. 

Soll  der  Werth  einer  Leibrente  bestimmt  werden,  welche  so 
lange  jährlich  mit  der  Summe  1 ausgezahlt  wird,  als  zwei  Per- 
sonen, wovon  die  eine  a,  die  andere  b Jahre  alt  ist,  zusammen 
leben,  so  wird  folgende  Methode  zum  Ziele  führen. 

Da  die  Leibrente  nur  ausgezahlt  wird,  wenn  beide  Personen 
sich  noch  am  Leben  befinden,  so  hat  man  die  jFälle  zu  bestim- 
men, in  «eichen  dies  Ereigniss  eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  fraglichen  Personen  am 
Ende  des  ersten,  zweiten,  dritten,....  Jahres  bis  zur  Lebensgrenze 
zusammen  leben,  beruht  auf  der  Verbindung  der  Wahrscheinlich- 
keit, dass  jede  einzelne  Person  am  Ende  der  genannten  Jahre  noch 
lebt.  Die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  fragliche  Zusammenleben 
stellen  sich  der  Reihe  nach  durch  folgende  Ausdrücke  dar: 
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In  jedem  dieser  Fälle  muss  die  Summe  1 geeahlt  werden.  Da 
aber  diese  Werthe  erst  im  Laufe  der  Zeit  gezahlt  werden  mds- 
, SO  hat  man  zur  Bestimmung  des  gegenwärtigen  Werthes 
dieser  Summen  sämmtiiche  Glieder  der  Zeit  entsprechend  bei  dem 
ms  uss  ;?  zu  rabattiren.  Bezeichnet  man  nun  den  Werth  einer 
eibrente  für  zwei  verbundene  Leben  nach  dem  Vorgänge  des 
ruhern  durch  Lqb,  so  erhält  man  hiefür  folgende  Bestimmung 
-enn  man  den  gemeinschaftlichen  Divisor  Aq  Ab  ausscheidet: 


4.  d^±^+2  Aq+s.Ab+3  Aq+u.Ab+u\ 

AaAbK  1,0p  + 1,0;,*  • ~J,0p-  J‘ 

Das  hier  gefundene  Gesetz  tritt  deutlich  hervor  und  charakteri- 
s.rt  sich  ganz  derselben  Weise,  wie  dasjenige,  welches  nach 
7S.  I\o.  4)  zur  >^erthbestimmung  für  eine  einzige  Person  gilt. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  auch  die  Werthe  für  zwei 

verbundene  Leben  für  die  in  §.  79.  aufgeführten  besondern  Leib- 
renten. 

Der  VVerth  einer  aufbörenden  Leibrente  für  das  Zusammen- 

eben  zweier  Personen  von  dem  Alter  a und  6 ist  dann  nach 
9.  79.  No.  2)  und  No.  5): 


Lqb;l,n=  ^.A^2  ^ Aq+n.Ab+n\ 

Aa.Ab\  1,0p  + 1,0;,* 

/ » 

~ Aa  Ab.  1,0^ 

M aufgeschobenen  Leibrente  ist  nach  6.  79. 

iVo.  7)  und  No.  8):  ^ 


Lqb.m=  r— i n f , Aq^„^2.  Ab+m-t-2  . 

Aq.Ab.i,op’n{  1^0/,  + t;ö^^  +•••• 


Ag-f-tn-f-u  * Ab-f-m-f-u 

1,0/?«  , 


Ag-l-m  »Ab+m 


(b  I m)  > 


der  einer  temporären  ist  nach  §.  79.  No.  11)  und  No.  12): 
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. 1 .fli+m-pi  , Aq-f-m-i-2^  Ab^m-f-t  , 

J^o6;  j ^ j +.... 


z4o-|-m-l-n  • Ab-f-m-f-n 
1.0p” 


Aq-^-nf  Ab-j-m  j ^a-fm  f fl  • - 

“ Ja.zii.i.op'"  '*+’”+">■ 

Die  Werthberechnung  dieser  Leibrenten  kann  nach  den  in  §.  80. 
angegebenen  Methoden  geschehen.  Sie  ist  aber  viel  mühevoller 
und  weit  ausgedehnter  wegen  der  vielen  möglichen  Combinatio- 
nen,  als  die  der  Leibrenten  für  einzelne  Leben. 


§■  82. 

Werthbestimmung  lebenslänglicher  V'ersicheriingen. 

Auch  hier  gelangt  man  am  Einfachsten  zum  Ziele,  wenn  man 
von  dem  Bedürfnisse  der  Gasse  ausgeht.  Bezeichnet  man  die  Zahl 
der  Personen,  welche  nach  einer  bestimmten  Sterblicbkeitstafel 
im  nten,  (ß+l)ten,  (a  + 2)ten  Jahre  u.  s.  f.  sterben,  der  Reihe 
nach  durch 

Ula.  Mq-^\,  l^lq^-l,  T1/o43  -p  ••••  > 

und  nimmt  man  an,  dass  sämmtiiche  ajährige  Personen  (Aq)  zu- 
sammentreten, um  für  den  Fall  des  Todes  mit  der  Summe  K ihr 
Leben  zu  versichern,  so  hat  die  Gasse  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  zu  zahlen : 

Mq.K,  MqJ^l.K,  Mq^l.K,  Mq^^.K  ....  Mq^u.K. 

Der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Summen  ist  bei  p Procent: 

1.  p Mq\\.K  , Ma\-1.K  _ 

^ i,0p^  i,0p^ 

Da  sich  Aq  Personen  hiebei  betheiligen,  so  muss  jede  den 
gleichen  Betrag  hieran  zahlen.  Bezeichnet  man  denselben  mit  Eq, 
so  haben  die  Theilnehmer  die  Summe  Eq.Aq  zu  hinterlegen. 
Diese  Summe  muss  dem  in  No.  1)  angegebenen  Werthe  gleich 
sein.  Hiernach  ist  der  einmalige  Beitrag  für  den  einzelnen  Theil- 
nebmer : 

9\  Jf  I * J/a-f-u  \ 

Aq\l,0p^  l,0p^'^l]Ö^^^'-  -W^0' 
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Diesen  Werth  kann  man  nach  einer  der  in  §.  80.  angegebenen 
Methoden  berechnen,  wenn  inan  die  Zahl  der  in  den  einzelnen 
Jahren  sterbenden  Personen  einführt.  Man  kann  jedoch  den  Werth 
der  vorstehenden  Reihe  auch  durch  Leibrenten  darsteilen.  Die 
Zahl  der  in  einem  bestimmten  Jahre  Sterbenden  findet  man,  wenn 
man  die  Zahl  der  am  Ende  des  Jahres  noch  Lebenden  von  der 
Zahl  der  am  Anfang  desselben  Jahres  Lebenden  abzieht.  Hier- 
nach ist: 


3)  Ma-\-n  — Aa-{-n  — 

Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  0,  1,2,  3,....  statt  n in  3)  und 
führt  die  hiedurch  entstehenden  Werlhe  in  die  Reihe  No.  2)  ein, 
so  gewinnt  man  folgende  zwei  Reihen  : 


p.  ^ ^ 


Aa  Aai-1  Aaf^2  Aa+3 

Op  + l.Op^  + 1,0/>3  + 1,0/? 


Aa-f-u  \ 


, Ag^2  , Aa  f-3  , ?o-fu^ 

Aa  V l,0p  ^ 1,0/?  + 1,0/?+  •••  l,0/>“/ 


Offenbar  drückt  die  negative  Reihe  nach  §.  78.  den  Werth  einer 
lebenslänglichen  Leibrente  aus.  Die  Glieder  der  positiven  Reihe 
lassen  sich  gleichfalls  auf  eine  solche  zurückbringen,  wenn  man 

ausscheidet.  Geschieht  diess,  so  geht  die  vorstehende  Dar- 
stellung in  folgende  über: 


+ 


^ I ^0+3  , Aa-(-u  '\~1  ,,  ^ 

?„.l,0/>  VL0/>  + l,0/>2‘*^l,0/?3+  •1,0/WJ“''-^“ 

“ ^ C MV  ~ ■ 


Der  einmalige  Beitrag  bestimmt  sich  nach  den  nüthigen  Reduc- 
tionen  hieraus  durch  folgende  Gleichung: 


, 100 -pLa  J-0,0pLa 

100-1-/?  1,0p 


Nimmt  man  auch  hier  die  Versicherungssumme  zur  Einheit  an, 
ä:=  1,  von  der  man  auf  jeden  beliebigen  Betrag  übergehen  kann, 
so  ist : 

p,  100— p.  La  1 — 0,0p La 

^ 100 + />  - “MV 

Die  V orschrift,  welche  diese  Formel  enthält,  ist  leicht  zu  er- 
kennen. Soll  hiernach  der  Werth  einer  Versicherungssumme  l 


1 

'! 


' ' i 

j 


— 315  — 

für  eine  30jährige  Person  nach  Einlaison  bei  3 Procent  bestimmt 
werden,  so  ist  die  einmalige  Einkaufssumme: 

Nach  der  Sterblichkeitstafel  von  Northampton  ist  sie: 

r 100-3.16,922  49,234 

^30—  ]Q3  — 103  — 


Nach  der  Sterblichkeitstafel  von  Deparcieux: 

100-3.19,492  41,524 


L30  — 


103 


103 


= 0,40315. 


Nach  der  von  Brune: 

E 


'30 


100  - 3.19,1778  42,4666 

103  - iÖ3 


IMan  sieht  wie  nahe  die  Werthe  von  Brune  und  Finlaison  Zu- 
sammenkommen. ihnen  nähert  sich  der  nach  Deparcieux, 
während  die  Tafel  von  Northampton  einen  viel  grossem  Werth 
giebt,  was  von  der  grossem  Sterblichkeit  herriihrt. 


§.  83. 

Werthbestimmung  für  Versicherungssummen  auf  be- 
stimmte Zeit  (kurze  Versicherungen). 

Die  hier  zu  beantwortende  Frage  stellt  sich  auf  folgende 
Weise  dar:  Eine  «jährige  Person  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
Summe  {K)  unter  der  Bedingung  auf  irgend  eine  Anzahl  {n)  auf 
einander  folgender  Jahre  versichern,  dass  diese  Summe  ausgezahlt 
wird,  wenn  sie  im  Laufe  dieser  Jahre  stirbt.  Wie  gross  ist  die 
hiefür  einzuzahlende  Summe? 

Die  vorliegende  Frage  beantwortet  sich  auf  die  in  §.  82.  an- 
gegebene Weise,  wenn  man  die  in  No.  1)  und  No.  2)  §.  82.  gege- 
bene Darstellung  auf  n Glieder  beschränkt.  Hiernach  bestimmt 
sich  der  Werth  der  Kaufsumme,  die  mit  Ea;\,n  bezeichnet  wer- 
den soll,  wenn  die  Versicherungssumme  1 ist,  durch 

,,  _ 1 f Ma  iVfl-fl  iT/a-l-2  A/fl+n-l\ 

I)  — j^Vi,ü/?  + l,0/?2 +l,0/?3  + ••••  1,0/?"/ 

Zerlegt  man  nun  die  Glieder  in  der  Klammer  nach  No.  4),  5)  und  6) 
§.  82.  in  zw^ei  Reihen,  so  entsteht  aus  der  vorstehenden  Gleichung: 


/ 


2)  Ea;l.n  = 


1,0/?  ^ \,Qp.Aa  V 1,0/?  + l,(^a  + ••••  l,0pn^ ) 

L ^ ^<*+^  j_  , -^a+n  \ 

Aa  V 1,0/?  ^ l,0/?a  + "’  l,0/?»y 


ji  j 

~ ^Öp 


denn  beide  Reihen  in  No.  2)  bezeichnen  nach  §.  79.  No.  2)  auf- 
horende  Leibrenten.  Nun  ist  nach  No.  5)  §.  79.; 


]T  Y 1 -m- 

a ; l,  n-1  — La  — , 

L«;  1,  „ = La  - La+„ . 

Werden  diese  Werthe  in  2)  eingeführt,  so  erhält  man : 


1^.  i_  J-  _*_/r  -^a+n-l.  La+n— 1,  , . Aa4n.L„-l.« 

1,0/?  + 1,0/?  ’ 


und  hieraus  nach  den  nöthigen  Reductionen: 


4)  Ea ; 1,  „ = . Lg+n-i  - Ag+n  • La4-„ 

oder 

5)  La;  1,„= 

100  + /?  .^a»l,0/?" 

Hiedurch  ist  auch  die  Werthbestiminung  von  kurzen  Versiche- 
rungen auf  den  Werth  der  lebenslänglichen  Leibrenten  zurückge- 
führt. Umfasst  die  Zeitdauer  für  eine  kurze  Versicherung  nur 
wenige  Jahre  (etwa  5 oder  weniger),  so  wird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die  Gleichung  No.  1)  benutzt  und 
die  Werthe  für  die  Ji  aus  den  Tafeln  bestimmt  und  einführt. 
Diese  bleiben  nämlich  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich,  oder  diffe- 
riren  nur  wenig,  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gewöhnlichen 
Zinstafeln  benutzen  kann. 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kaufsumme  einer  Versicherung 
für  eine  30jährige  Person  nach  Finlaison  bei  3 Procent  berech- 
net werden,  die  20  Jahre  dauert,  so  erhält  man  aus  No.  5); 


100 3.L30 -^49  • ^49 -^SO • 

Lso.i.fo—  103  J30. 1,0320 

100—3. 19,0473525  570. 14,1392877  — 561 . 13,7971049 

“ 103  732.1,0320 

-0  4160965‘>-?1^-^ 

_u,4iouJoo_  732 _i  0320 

=0,41609652  — 0,1917929  = 0,2243036 ; 

für  eine  Versicherung  von  100  müssen  daher  22,430  erlegt  werden. 

Sollte  aber  die  V’ersicherung  nur  5 Jahre  dauern,  so  ergäbe 
sich  aus  No.  1) : # 

^ 1/9,  9,  9.  9.  9\ 

7)  ^30 ; 1 . 6 - 732  \^  ] ^03  + j ^032  + 1 ,03»  + 1 ,034  + 1,03  V 

9 1-1,03-s  _ 9.4,5797072 

“732*  0,03  — 732 

= 0,05630787...., 

und  man  hätte  für  eine  5jährige  Versicherung  von  1(X)  nur  5,630.... 
zu  erlegen. 

Für  eine  Versicherung,  die  vom  30sten  bis  zum  90sten  Jahre 
dauert,  ist  die  Kaufsumme : 


1^30;  »»60  — 


100— 3.  L, 
103 


=0,41609652  — 


-^89  • +90 . L90 

Jao-l.OSe« 

17.1,43920115  — 11,12909466 
732.1,036« 


= 0,41609652  - = 0,4 160952  - 0,002380447 

=0,41371608. 


§.  84. 

Werthbestimmung  einer  Versicherung,  welche  wie  ge- 
wöhnlich ausgezahlt  wird,  wenn  die  versicherte  Person 
innerhalb  n Jahren  stirbt  und  spätestens  am  Schlüsse 
des  nten  Jahres  ausgezahlt  wird,  wenn  die  versicherte 
Person  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Da  die  Versicherungsbanken  auch  Versicherungen  auf  eine  be- 


• 1 
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schränkte  Zeit  in  der  Weise  zulassen,  dass  die  Versicherungs- 
summe jedenfalls  ausgezahlt  wird,  und  zwar  innerhalb  derselben, 
wenn  der  Versicherte  stirbt,  oder  am  Schluss  derselben,  wenn  er 
die  festgesetzte  Zeit  überlebt,  so  liegt  die  Aufgabe  vor,  die 
Grösse  der  Einkaufssumme  für  eine  solche  Versicherung  zu  be- 
stimmen. Für  die  Dauer  dieser  Art  von  Versicherungen  ist  ge- 
wöhnlich ein  Minimum  (bei  der  Gothaer  Bank  J1  Jahre)  bedingt. 

Erste  Methode.  Nimmt  man  an,  dass  eine  Anzahl  «jäh- 
riger Personen  (Aa)  ihr  Leben  auf  die  genannte  Art  zu  versichern 
wünschen,  so  ist  das  Bedüj-fniss,  welches  die  Gesellschaftskasse 
innerhalb  n Jahren  bei  der  Versicherungssumme  1 wegen  der 
eintretenden  Todesfälle  zu  decken  hat: 


1) 


Alat  J/a-j-1,  J/a-J-2,  ....  jl/o-j-n— 1. 


Ausserdem  hat  die  Fasse  noch  am  Schlüsse  des  nten  Jahres  an 
sämmtliche  Personen,  welche  am  Ende  des  «ten  Jahres  noch 
leben  (Aa^„)  gleichfalls  die  \ ersicherungssumme  auszuzahlen. 
Zählt  man  daher  zu  der  Reihe  No.  1)  noch  das  Glied  Aa+n  und 
rabattirt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  Zinsfuss  p,  so  ergibt  sich 
der  von  den  Aa  theilnehmenden  Personen  zu  deckende  gegenwär- 
tige Werth  des  Cassenbedürfnisses  durch  folgende  Darstellung: 


2) 


n__  , ^^a+1  , ^/a+2  Ma+n-1  Aa+n 

I,0/>  + l,0p2  + l,0p3  + ••••  +i;^n' 


Nennt  man  nun  die  Einkaufssumme,  welche  jeder  Theilnehmer 
sogleich  einzulegen  hat,  so  zahlen  sämmtliche  Theilnehmer 

die  Summe  Ea,n.Aa.  Diese  Summe  muss  dem  Werthe  in  No.  2) 
gleichkommen.  Hiernach  bestimmt  sich  die  Grösse  der  einmali- 
gen Einkaufssumme  durch  : 

Ma  . Ma+1  , ßJa+2  . J^Ja+n-1  , Aa+n\ 

hOpnJ- 


3)  E, 


, „ = — 4-  J.  ^“±2  . flh+n-1  . Aa+n\ 

’ JaV],0»^  1 n,,2+ 1 n..3 +"--Tnir-+  ' 


,0p  • IjOp^  ' l,0p3  • ••••  Ißpn 

Lost  man  nun  die  Reihe  in  der  Klammer  nach  No.  1)  und  No.  2) 
§.83.  auf,  so  ergibt  sich  folgende  Darstellung: 


E, 


4«  , Aa+x  Ag+2  Aa-i  n-1  ,Aa+„ 
0p^l,0p^'*'l,0p3+--  ]J)^n  -^löpn 


oder 


Aa+i 

LOp 


Aa+Z 

LOp 


■^g-f-n— 1 Aa+n  \ 

L0p”J 


_ .4  f _ ^ (Ag+\  Aa+z 

1,0p  + Aa.  LOp  \ LOp  + ],0;>2  + ••••  l,0p^/ 


^ ^ ^ -c4a-|_2  . 
^a[h0p+l0p^  + 


Uip^J 


• • • a 


I 
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..'ii 


Hieraus  entsteht  nach  No#  2)  §a  79a  j 

^ 1 1 — 1,0/?  . Z#a;  l,n— 1 l~0,0p  •Lg;  l,n— 1 

4)  Ea,  n = J^+  j^öp  “ 1 ,0p 

100  — p.  La;  1,71-1 

“ “ Jöo  + p 

Nun  ist  nach  No.  5)  §.  79. : 

^ , ^o-|-7i— 1 • La-J-n— 1 

La ; 1,  n-1  = La  J„.l,0p«-~‘ 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  No.  4)  entsteht : 

5) 


I-  1 nn  /T  -^g+n-l-La+n-l  . 


oder 

6) 


1 — 0,0p . Lg  0,0p.  Aa^n-l.Lg+ n-1 

~ l,0p  ^ A-LOp" 

100— pLa  0,0p.i4a-ffi-l.Lafn-l 

T(jÖT^  + Zari,0p" 

,fu\  ,T  Aa+n-1.  La+n-l^ 

I00-P(i.- 

“•  lü'ü+y? 

Bei  der  Anwendung  gewährt  bald  die  eine,  bald  die  andere 
von  den  in  No.  3),  5)  und  6)  gegebenen  Formeln  besondern  \ ortheil. 

Zweite  Methode.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man 
auf  folgende  Weise.  Will  eine  r/jährige  Person  unter  den  ge- 
nannten Bedingungen  eine  auf  n Jahre  dauernde  \ ersicherung 
kaufen,  so  können  folgende  Fälle  eintrefen:  die  ojährige  Person 
stirbt  im  Laufe  des  Isten,  2ten,  3(en, ....  «ten  Jahres  oder  sie 
lebt  noch  am  Schlüsse  des  letzten.  Die  Wahrscheinlichkeiten  für 
das  Eintreffen  der  angedeuteten  Ereignisse  sind  der  Reihe  nach: 

Mg  j/a-fl  vJ/a+n-l  Ag^n 


Aa  ’ Aa 


9 ••• 


Einer  dieser  Fälle  muss  eintreten.  In  jedem  derselben  wird  die 
Versicherungssumme  1 ausgezahlt.  Werden  nun  diese  Glieder 
der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zinsfuss  p rabattirt,  so  ist  der 
Werth  der  sofort  zu  zahlenden  Kaufsumme: 

r.  ^ f'  -^Li  Ma+l  . •J/g-|-2  3Ja+n—\  , -^g-fTi^ 

n ^«."-^Ai.0p  + I7ö)^  + i,0p3  + • • wr  + 


,0p  ^ l,0p2  ■ l,0p' 
Diese  Reihe  fällt  mit  No.  3)  zusammen. 


f'* 

lijl 

'* 


'•A 


U. 


I 
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Nach  diesen  Gleichungen  sind  die  Werthe  der  einmaligen 
Einkaufssummen  für  Versicherungen  in  Gesellschaften,  von  wel- 
chen jene  am  Schlüsse  eines  bestimmten  Jahres  (von  der  Gothaer 
Bank  am  Schlüsse  des  QOsten)  ausgezahlt  werden,  zu  berechnen. 

So  ist  die  einmalige  Kaufsumme  für  eine  Versicherungssumme 
I für  einen  30jährigen  Mann,  die  spätestens  am  Schlüsse  des 
yOsten  Jahres  gezahlt  wird,  nach  No.  6): 


^30>  80  — 


100-3.1,30  ^ 0,03.^,^. Lsg 


103 

= 0,41609652 -f 


^30-1.036« 

0,03. 17. 1,439-201 15 
732.1,0360 

0,00100272211 


,41609652  + = 0,4160965+0,000170195 


= 0,4162667. 


Hiernach  hat  ein  30jährlger  Mann  für  eine  Versicherung  von 
100  bei  lebenslänglicher  Dauer  nach  Finlaison  (§.82.): 

100.  £30  = 41,609652, 

wenn  sie  spätestens  im  90sten  Jahre  ausgezahlt  wird  : 

100.£3„,6o  = 41,62r)67, 

und  wenn  sie  nur  vom  30sten  bis  90sten  Jahre  dauert  (§.  83) : 

1 00 . £30 ; I , gQ  = 4 1 ,37 1 608 

zu  zahlen.  Diese  Werthe  differiren  sehr  unbedeutend. 


§.  85. 

Werthbestimmung  jährlicher  Beiträge  (Prämien)  für 
lebenslängliche  Versicherungen. 

Die  einmaligen  Einkaufssummen,  welche  zur  Erwerbung  einer 
nur  einigermaassen  bedeutenderen  Versicherungssumme  erfordert 
werden,  sind,  wie  man  sieht,  und  namentlich  im  Falle  des  Ein- 
tritts in  einem  vorgerückteren  Lebensalter,  nicht  ohne  Belang,  und 
wurden  aus  diesem  Grunde  Personen,  welche  nicht  über  die  nöthi- 
gen  Mittel  hiezu  verfügen,  dagegen  jährlich  kleinere  Ersparnisse 
machen  können,  von  dem  Eintritt  in  die  Gesellschaft  abhalten. 

Um  nun  die  Theilnahme  zu  erleichtern,  haben  die  Banken  die 
sacbgemässe  Einrichtung  getroffen,  gleiche  jährliche,  am  Anfänge 


I 


»• 

* 
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des  Jahres  zu  zahlende  Beiträge  statt  einmaliger  Einlagen  zu  ge- 
statten. 


Soll  nun  das  ßedürfniss  der  Casse  durch  jährliche  gleiche 
ßeiträgo.  statt  der  Auszahlung  einer  einmaligen  Einkaufssumme 
gedeckt  werden,  und  bezeichnet  man  die  Grosse  dieser  Beiträge 
für  eine  «jährige  Person  durch  ßof  so  hat  jede  von  den  am  An- 
fänge des  «ten  Jahres  lebenden  Personen  (/ia)  diesen  Beitrag, 
eben  so  die  am  Anfänge  des  («-f  l)ten  lebenden  die  am 

Anfänge  des  (« J 2)ten  Jabres  Lebenden  (yta-f-2)  den  gleichen 
Beitrag  zu  zahlen  u.  s.  f.  Die  Gesellschaftscasse  erhält  daher  zu 
Anfang  der  nachfolgenden  Jahre  folgende  Summen: 


I) 


Oß  • f d • y d • fl  , • • • • • -^4 d'^U* 


Werden  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zins- 
fuss  p rabattirt,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  in  die  Ge- 
sellschaftscasse fliessenden  Summen: 


if  c)\  />  ___  /?  J I ■ ^4a-\-X  o,  • *4 fl-|-2  a • ^ Q-\-u 


Dieser  Werth  kommt  dem  in  §.  82.  No.  1)  angegebenen,  welcher 
das  Bedürfniss  der  Casse  bezeichnet,  gleich,  wenn  dort  K=:l 
gesetzt  wird.  Er  ist  von  den  Aa  jetzt  lebenden  Personen  zu 
decken.  Daher  hat  jede  Person  den  sie  treffenden  Antheil  hier- 
von zu  tragen,  der  sich  auf  folgende  Weise  bestimmt: 


3) 


6’  ~ ( j + j + ....  1 Op))  — (1  + La), 


nach  §.  78.  No.  4),  Diese  Summe  fällt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
maligen Einkaufspreise  für  eine  lebenslängliche  Verv^sicherung  Ea 
§.  82.  No.  4)  — 7)  (für  Ä’=l)  zusammen,  denn  die  einmalige  Ein- 
kaufssumme soll  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  ersetzt  werden. 
Daher  ist: 


4)  Ea  — -ßfl(l  -|"  La)* 

Hieraus  bestimmt  sich  nun  der  jährliche  Beitrag  für  eine  lebens- 


längliche Versicherungssumme  1 durch: 

Ea 


5) 


Ba  = 


1+La' 

oder  wenn  der  Werth  aus  No,  7)  §.  82.  für  Ea  gesetzt  wird  : 


6) 


^ 100 — pLa  1 — 0,0/?.Lfl 

^^-^(WÖTpW^)  " LOTo +T;)“ 


21 


iJ 


Soll  die  Versicherung  nur  eine  beschränkte  Zahl  von  Jahren 
(w)  unafassen,  so  bestimmt  sich  der  jährliche  Beitrag  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §.  85.,  und  man  hat  nur  n Glieder  in  den  Reihen 
No.  1) — 3)  in  Calcul  zu  nehmen.  Bezeichnet  man  den  jährlichen 
Beitrag  in  üebereinstimmung  mit  dem  frühem  durch  Ba,  i,n,  so 
ergibt  sich  aus  No.  3)  §.85.  hiefür: 


nach  No.  5)  §.  79. 

Dieser  Werth  fällt  mit  dem  einer  einmaligen  Einkaufssumme 
für  eine  kurze  Versicherung  Ea- i,n  nach  §.  83.  No.  1)  und  2),  der 
in  jährliche  Beiträge  umgewandelt  werden  soll,  zusammen.  Es 
ist  daher: 


Wird  nun  der  Werth  aus  No.  4)  oder  5)  §.83.  für  E 
so  entsteht: 

100 — pLa  Aa-^-n—l  • La-{-n—l  — Ar. 


i 
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Ist  die  Zahl  der  Jahre  für  eine  kurze  Versicherung  nicht  gross, 
so  kann  man  mit  Vortheil  die  ursprünglichen  Reihen,  woraus  die 

vorstehenden  Formeln  abgeleitet  wurden,  statt  letzterer  setzen. 
Dann  ist: 

3) 

Ba  1 = ~ !/<!  H-  l,0/?-H  J/g+2.  I,0/7-3....47„4  „-1 . 1,0/^-" 

+ x4a+l . l,0/>-l -f  . l,0/>-2 , . . . 

Soll  hiernach  für  einen  30jährigen  Mann  der  Werth  einer  Ver- 
sicherung auf  5 Jahre  nach  Finlaison  be.stimmt  werden,  so  ist 
aus  No.  3)  und  aus  No.  7)  §.  83. : 


ß __  0,05630/8 

- 1 + i30 ; - TÄMST  = 0.01 2228, 


30; 1»5  — 

und  aus  No.  5)  : 


R _ _^l,03-i  + 9.1 ,03-2  ^ 9 . 1 0,3-  3^9.]  ^03-4  + 9 . 1 ,03-^ 

30 ; I » 5 73.2  ^ 7-23  1 03-1  714  ] 03-2  4. 705 . \ ^03-s  +^6 . 1 ,03-4 

41,217364  _ 

~ 3370,726  “ 0’0*2_-_8. 

Für  die  'S  ersicherungssuniine  von  100  bei  Sjähriger  Dauer  ist  da- 
her jährlich  1,2228  statt  der  einmaligen  Kaufsumme  5,630  zu  zah- 
len. In  der  Gothaer  Bank  beträgt  die.ser  Beitrag  1,45. 


u 


§.  87. 

Werthhestimmung  des  jährlichen  Beitrags  für  eine 
Versicherung  von  beschränkter  Dauer  (auf  n Jahre), 
wenn  die  Versicherungssumme  spätestens  am  Schlüsse 
des  jiten  .lahres  ausgezahlt  wird. 

Wie  in  §.  86.  wird  auch  bei  dieser  Art  von  Versicherungen 
der  Beitrag  nur  während  n Jahre  erhoben.  Nennt  man  den  jähr- 
lichen Beitrag  Ba,n,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher 
Beiträge  für  einen  Theilnehmer  nach  No.  1)§.  86. : 

Aa^n — 1 ■ La^n—X 

,0/>’ 

Dieser  Werth  fällt  mit  der  in  §.  84.  ermittelten  einmaligen  Ein- 
kaufssumme Ea,n  zusammen.  Es  ist  daher: 


1)  + L... 


£a,  n = ßa.  „ ( 1 + , 1,  «-0  = ßa,  n ( I + , 
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1 


also 


\ 


3) 


Ea^n Ea,n 

***  1 X/aj  i,n— 1 1 I T A.a-\-n~^\»  La-\-n—X 

l -|- A/fl  — 


und  hieraus,  wenn  der  Werth  für  Ea,n  aus  §.84.  ein^eführt  wird: 


100  — pEa  ^ • ■Aa-\-n—\»La^n — l 


oder 


« _ 100  + ;; 

£*ayU  — 


1 + X^a- 


Ag.  1,0/;” 

Ag-^n—l . Lg-\-n — 1 

Äa.  1,0/;'*“^ 


100 


Bg^n 


Ag-^n—l  • Lg^n — 1 

Aa,l,0p^ 


w—A 

r ; 


Die  beiden  Formeln  in  4)  und  5)  eignen  sich  zur  bequenien 
Berechnung.  Die  zweite  hat  den  Vortheil  vor  der  ersten,  dass 
zwei  gleiche  Glieder  im  Zähler  und  Nenner  Vorkommen  und  da- 
her nur  eine  Rechnung  erfordern. 


Nach  diesen  Gleichungen  sind  die  Beiträge  (Prämien)  derje- 
nigen Gesellschaften  zu  berechnen,  welche  ihre  Mitglieder  von 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zahlung  derselben  befreien 
und  spätestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versicherungssumme 
auszahlen.  Für  die  Gothaer  Bank  tindet  diess  im  OOsten  Jahre 
statt.  Daher  findet  folgende  Formel  ihre  Anwendung: 


oder : 


'89 


im-pLa  i),0p.Asg 

n _ + ^ ^O.l,0o9o 

/Ja,  „ 

I I / -^89  • ^S9 


7) 


ß. . = 

(100  + p)(l+ß„-^~^^feO 


Hierin  bleibt  unverändert  für  jedes  a.  Für  die  Steril- 

licbkeitstafel  von  Finlaison  ist: 


^89.Ls9  = 17. 1,43201 15  = 24,46641955. 

Hiernach  ist  der  jährliche  Beitrag  für  eine  Versicberung  vom  Wertbe 
1 für  einen  30jährigen  Mann  : 
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100—3^19,0473528— 

^305  60  = Z 

103  ( 1 + 19,0473528— 


24,4664 1955\ 

732.1,036  V 

24,4664 1955\ 
732. 1,0369  J 


__  100-3(19,0473528  —0,005843398) 
— 103(20,0473528  - 0,005843398)  ’ 


100-57,1245282_  42,8754718  _0,41626671 
"30, 60- 103. 20,0415095  “103 . 20,0415095“20,0415095 


=0,02077126. 


Es  ist  also  für  eine  Versicherungssumme  von  100  statt  einer 
einmaligen  Einlage  von  41,62667  ein  jährlicher  Beitrag  von  2,0771 
zu  zahlen.  Die  jährliche  Prämie  der  Gothaer  Bank  beträgt  2,633...., 
die  der  Lübecker  2,35,  die  der  Wiener  2,3833  — 

Umfasst  n keinen  grossen  Zeitraum,  so  kann  man  auch  fol- 
gende Formel  benutzen: 


9)  ßa,n  — 


Ma  AJa^l  Ala+2,  ^^a+n-2  ^a+n-1 
+ l,ü/?2  + 1,(J;,3  + l,Qpn 


-hOp 


A X.  I I ^a+n-1 

I 1 “r  1 “r  • • • • 


1,0;>  ' 1,0/r 


l,0/>» 


— 1 


f' 


! ! 

( 

il 

4 


I 


•I 


I 


die  sich  aus  der  Verbindung  von  No.  2)  §.  84.  und  den  n ersten 
Gliedern  in  No.  2)  §.  85.  ergibt,  wenn  man  beachtet,-  dass! 

J^a-|-7i— 1 + Aa-\  n ~ Ag^n—l 
ist. 

Da  hievon  später  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 
mag,  um  sichere  Zahlen  zu  erhalten,  hiernach  der  jährliche  Bei- 
trag für  einen  80jährigen  Mann  nach  der  Tafel  von  Northampton 
bestimmt  werden,  wenn  die  Versicherung  spätestens  im  OOsteu 
Jahre  ausgezahlt  wird.  Durch  Einführung  der  angezeigten  Werthe 
entsteht : 


^80?  10 
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5.1.03- 1=4,8543690 

5.1.03- 2=4,7129795 

5.1.03- 3  = 4,5757085 

5.1.03- 4  = 4,4424350 

4.1.03- 5  = 3,4504352 

4.1.03- 5=3,3499372 

3.1.03- 1^  = 2,4392745 

2. 1.03- 8=1, .578  81 84 
2.1,05-9=1,5328334 

5.1.03- 10^,7204695 

34,6372602 

und  hieraus: 

34,6572602 


40  =40 

35.1.03- 1=33,9805830 

30.1.03- 2=28,2778770 

25.1.03- 3=22,8785425 

20.1.03- 4=17,7697400 

16.1.03- 5=13,8017408 

12.1.03- 6=10,0498116 

9.1.03- 1^=  7,3178235 
7.1,05-8=  5,5258644 

5.1.03- 9=  3,8320835 

183,4340663 


10) 


^80>10  — 


183,4340663 


..5  = 0,1889359. 


Das  nämliche  Resultat  ergibt  sich  auch  aus  der  Gleichung  No.  5). 
Für  eine  \ ersicherung  von  100  ist  daher  der  jährliche  Beitrag 
18,8935. 

Bei  dieser  Rechnung  habe  ich,  der  becjueniern  Rechnung 
wegen,  die  Zahlen  der  Sterblichkeitstafel  von  Northanipton  ent- 
nommen, wenn  die  Zahl  der  Geborenen  auf  1000  reducirt  wird. 
(S.  Bai  ly,  Theorie  der  Leibrenten,  pag.  298.  u.  (f.) 


§.  88. 

Bestimmung  des  Werth  es  einer  Zusatzprämie. 

Die  Gesellschaften  gestatten,  dass  der  Besitzer  einer  lebens- 
änglichen  Versicherung  nach  (}.  84.  sein  Leben  auf  eine  be- 
schränkte Zeit  versichere,  so  dass  die  von  ihm  versicherte  Summe 
spätestens  am  Schlüsse  des  festgesetzten  Zeitraums  ausgezahlt 
wird.  Will  nun  Jemand  eine  lebenslänj^liche  Versicherung  unter 
den  in  §.  84.  angegebenen  Bedingungen  in  eine  solche  umwandeln, 
die  nur  n Jahre  dauert,  so  ist  klar,  dass  in  Folge  dieser  Um- 
wandlung jährlich  ein  grösserer  Beitrag  (Zusatz -Prämie  genannt) 
gezahlt  werden  muss.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  bestimmt 
sich  nach  den  bisherigen  Mittheilungen  sehr  leicht. 

Versichert  Jemand  auf  diese  Art  sein  Leben  auf  « Jahre,  so 
hat  er  nach  No.  4)  oder  5)  §.  87.  n Jahre  lang  jährlich  Ba,n  zu 
zahlen.  Er  bezahlt  bis  jetzt  für  eine  lebenslängliche  \*ersiche- 
rung  jährlich  Ba  nach  §.  85.  No.  5)  oder  t>),  oder  richtiger  Ba,u—a 
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nach  §.87.,  wenn  u die  Zeit  ausdrückt,  wo  der  jährliche  Beitrag 
aufhurt.  Er  hat  daher  « Jahre  lang  ausser  der  gewöhnlichen 
Prämie  den  Ueberschuss  beider  jährlich  zu  zahlen.  Nennt  man 
nun  die  Zusatz -Prämie  für  eine  ajährige  Person  auf  eine  Dauter 
von  n Jahren  Za,n,  erhält  man  folgende  Bestimmung: 


oder 


Zoj  n — BayU  — Ba 


Za^n — Ba,n  — Ba,  u— a- 


Werden  die  entsprechenden  Wierthe  aus  §.  87.  und  §.  85.  ein- 
geführt, so  erhält  man  aus  No.  1)  und  2): 


Za,n  — 


_ 100— *) m-pL, 

~(ioo +p) (i + L.  - 


Za,7^  — 


4, 

Für  die  Bestimmungen  der  Gothaer  Bank  hat  man  ?f  = 90  in  No.  4) 
zu  setzen. 

Will  ein  SOjähriger  Mann  eine  Versicherung  kaufen,  die  spä- 
testens am  Ende  des  60sten  Jahres  ausgezahlt  wird,  so  ist  der 
Werth  der  Zusatz -Prämie  nach  Finlaison  für  a = 30,  ?t  = 30, 
?/,  = 90  nach  No.  4): 


"305  30  — . J J , — 2 

•»<' + ^30  - 

Der  Werth  des  zweiten  negativen  Gliedes  Ist  nach  No.  7)  und 

No.  8)  §.87. : 0,02077126.  Der  des  ersten  ist,  wenn  die  anke- 
rt 

zeigten  Wertbe  eingeführt  werden : 


f»  I 
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B 


30>30  — 


100-3  ^19,0473528 
103(^1  f 19,0473528 


454.10,8731470\ 
732.1,0329  ) 
454.1 0,873 1470\ 
732.1,0329  ) 


_ 3 ( 1 9^0473528  - 2,86 167634)  1 00  - 48, 5570295  0, 4994663 1 

103(20,0473528  — 2,86167634)  “ 103. 18,1856765  “18,1856764 


= 0,02746482. 

Die  Zusatz- Prämie  ist  hiernach  aus  No.  5): 

6)  Z30, 30  0,02746 182  - 0,02077126  = 0,00669354. 

Für  eine  30jährige  Versicherung  von  100  ist  daher  von  einem 
30jährigen  Mann  jährlich  0,66935,  oder  in  Thalern  ausgedrückt 
20  K^gr.  1 Pt.  zu  zahlen.  Der  Werth  einer  Zusatz-Prämie  ist  von 
der  Gothaer  Bank  in  diesem  Falle  zu  25  Sgr.  7 Pf.  bestimmt. 
Die  einmalige  Einkaufssumme  im  fraglichen  Falle  ist  49,94663 
und  der  dieser  Summe  entsprechende  30jährige  Beitrag  2,74648. 


§.  89. 

Werthbestimmung  der  einmaligen  Kaufsummen  oder 
jährlichen  Beiträge  für  Leibrenten  und  Lebensver- 
sicherungen mit  Rücksicht  auf  V erw altungskosten. 

Die  Frage,  in  welchem  Verhältnisse  die  Verwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  zu  dem  von  ihr  verwalteten  V ermögen  stehen, 
kann  nicht  wohl  zum  V’oraus  festgestellt  werden.  Die  von  den 
betreffenden  Gesellschaften  gemachten  oder  zu  machenden  Erfah- 
rungen  können  allein  die  Vorbedingungen  zu  Beantwortung  dieser 
Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft ohne  Rücksicht  darauf  aiisgeführt  werden  müssen,  ob 
eine  grössere  oder  kleinere  Summe  Geldes  ihrer  V'erwaltung  an- 
vertraut ist.  Im  Allgemeinen  wird  aber  wohl  die  V'oraussetzung 
nicht  unrichtig  sein,  dass  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  bei  gleicher  Sparsamkeit  und  Sorglichkeit, 
(heilerer  verwaltet,  als  wenn  ihr  grössere  Summen  anvertraut  sind  ; 
gerade  weil  in  beiden  Fällen  dieselben  Geschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennoch  wird  es  zulässig  sein,  die  Verwaltungskosten 
einer  Gesellschaft  in  einem  Proceritsatze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Summen  auszudrücken.  Nur  die  Grösse  die- 
ses Procentsatzes  wird  ein  Ergebniss  der  Erfahrung  sein. 

Diese  Bemerkungen  finden  ihre  Bestätigung  durch  die  folgende 
Tabelle  über  Einnahme  und  V erwaltungs- Aufwand  der  Gothaer 
Lebensversicherungs-Bank,  in  deren  Besitz  ich  durch  die  Gefäl- 
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iigkeit  des  V’erwaltungsrathes  der  badischen  allgemeinen  Versor- 
gungs-Anstalt erst  kam,  als  das  Gesagte  längst  niedergeschrie- 
ben war,  und  die  ich  deswegen  nachträglich  mittheile.  Es  zeigt 
sich  hieraus  deutlich,  dass  sich  der  Verwaltungs- Aufwand  mit 
dem  Wachsen  der  Einnahmen  wahrscheinlich  innerhalb  bestimm- 
ter Grenze  vermindert. 


Jahr. 

Jahres - 
Einnahme. 

Jährlicher 
Verwal- 
tungs - Auf- 
wand. 

Verwal- 
tungs-Auf- 
wand in 
Procenten. 

Betrag  der 
Dividende 
in 

Procenten. 

1829 

1 16061 

8418 

7,2531 

1830 

144584 

1 1843 

8,1913 

1831 

223484 

13835 

6,0564 

1832 

276396 

18293 

6,6338 

1833 

331745 

^ 25.567 

7,7069 

1834 

378821 

23288 

6,1475 

22 

1835 

429153 

27622 

6,4364 

17 

1836 

488691 

29954 

6,1294 

21 

1837 

544884 

31291 

5,7427 

22 

1838 

601452 

35102 

5,8362 

23 

1839 

661981 

36410 

5,5001 

23 

1840 

702919 

38079 

5,4173 

18 

1841 

750434 

39705 

5,2909 

20 

1842 

795495 

41563 

5,2251 

20 

1843 

835157 

40843 

4,8905 

25 

1844 

881393 

42756 

4,8509 

25 

1845 

929398 

42780 

4,6030 

24 

1846 

974876 

44983 

4,6142 

25 

1847 

1033177 

46231 

4,4749 

25 

1848 

1 063463 

45212 

4,2498 

26 

1849 

1108589 

47235 

4,2609 

26 

1850  1 

1139238 

47444 

4,1646 

28 

1851  ' 

1203144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1263507 

50579 

4,0031 

23 

1 853 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

.54714 

3,8771 

30 

1856 

1468448: 

601 54 

4,0964 

33 

Summe 

22432031^ 

1 

1 058539 

147,6327 

553 

Mittel 

801144 

37805 

1 

5,27259 

24,043 

I. 


h 


[ 


I 


Passt  man  die  Ausgaben,  welche  eine  Gesellschaft  zur  Durch- 
führung ihrer  Verwaltung  und  ihres  Destehens  nöthig  hat,  in 
diesem  Sinne  auf,  so  werden  ihre  Ausgaben  einerseits  in  Aus- 
zahlung der  an  ihre  Mitglieder  abzugebenden  Summen  und  ande- 
rerseits in  den  Kosten  besteben,  welche  sie  zur  Verwaltung  des 
ihr  anvertrauten  Vermögens  bedarf.  Diese  Ausgaben  müssen  von 
ihren  Mitgliedern  durch  Einzahlung  einmaliger  Summen  oder  jähr- 
licher Beiträge  erhoben  werden,  wenn  zwischen  Einnahmen  und 
Ausgaben  der  Gesellschaft  Gleichgewicht  bestehen  soll. 

Bisher  wurde  bei  Werthbestimmung  der  Einkaufssummen  und 
Prämien  auf  die  Verwaltungskosten  keine  Rücksicht  genommen. 
Geschieht  diess  und  drückt  man  die  (»rösse  der  Verwaltungs- 
kosten durch  einen  Procentsatz  des  von  der  Gesellschaft  zu  ver- 
waltenden Vermögens  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ihr  zufliessen- 
den  Einnahmen  aus,  so  kann  man  hiebei  folgende  Methoden  dem 
Calcul  zu  Grunde  legen. 

Erste  IMethode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einkaufs- 
summe oder  jährlichen  Prämie  ohne  Rücksicht  auf  Verwaltungs- 
kosten festgestellt,  so  ergibt  sich  derselbe  mit  Rücksicht  auf 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  Werth  um  den  ange- 
nommenen Procentsatz  q erhöht,  also  mit  1,0^  multiplicirt,  denn 
die  einlaufenden  Kaufsummen  und  Prämien  bilden  das  zu  verwal- 
tende Vermögen  der  Gesellschaft. 

Deutet  man  die  hiedurch  bedingte  Werthänderung  dadurch 
an,  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  einen 
Strich  beisetzt,  so  ergibt  sich  aus  den  in  §§.  78. — 88.  aufgefunde- 
nen Gleichungen  zur  Werthbestimmung  der  Leibrenten  und  V'er- 
sicherungen  Folgendes,  und  zwar  aus  78.  und  §.81.: 

1)  La  ~^>^q>Lai 

2)  Lab' = ^,0q.Lab. 

Dasselbe  gilt  von  aufhörenden,  aiifgeschobenen  und  temporären 
lieibrenten,  §.  79. 

Aus  §.  82.  und  §.  85.  ergibt  sich  zur  W’erthbestimmung  einer 
einmaligen  Einkaufssumnie  oder  jährlichen  Prämie  mit  Rücksicht 
auf  Verwaltungskosten: 


3) 


La  = 1 ,0q.Ea  = 1 ,0// . 


m—pLa 

100 -Pp  ’ 


ff  ! I Lg  I „ 100  pLa 


■i) 
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Auf  gleiche  Weise  ergehe»  sich  aus  den  §§.  83. , 84. , 86. , 87.  und 
88.  die  fraglichen  Werthe  für  kur2e  und  beschränkte  Versicherung 
Jjen  und  Zusatzpräinien. 

Zweite  Methode.  Erhebt  eine  Gesellschaft  die  einmalige 
Kaufsumnie  mit  Rücksicht  auf  V erwaltungskosten  für  eine  lebens- 
längliche Versicherung  (Eg')  von  einer  «jährigen  Person,  so  be- 
tragen ihre  Einnahmen  im  Ganzen: 

5)  ,S’  = Ea'  Ag. 

Die  Ausgaben  bestehen  theils  in  den  an  die  Theilnehmer  auszu- 
zahlenden Versicherungen,  deren  gegenwärtiger  Werth 

rt'l  , ^a+l  Mg^2  717a+u 

^ 1,0p  ^ l,0p2  + l,üp3  + ••••  l,0pü+i 


ist,  theils  in  q Procent  bestehenden  Verwaltungskosten : 
7)  W=Ea'.Aa.0,0q. 

Aus  No.  5) — 7)  folgt  die  Gleichung 


Eg'  . AgZ=. 


AJg 


M. 


1,0p  ^ i,0p2  + • ••  i,opt+i  + ^v.^a.o,Or/ 


oder 


Alg-\-l  . Mg-\.a  \ 
l,0p2  + ••••  LOp^V  ’ 


und  hieraus  in  Rücksicht  auf  No.  5)  und  No.  7)  §.  82.: 


/ Eg  100 pLg 

> - 1 _o,o^  - (TöoTp)(r-o,Or/j- 

Eben  so  bestimmt  sich  die  Grösse  des  jährlichen  Beitrags  (Bg) 
mit  Rücksicht  auf  Verwaltungskosten  nach  §.  85.: 

m Bn  = - - 100— -p-Lg 

(1  H-  La)  (1  -0,0r/)  (100  -P  p)  (1  - 0;0r/)  (1  -p  Lg)' 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  die  Wierthe  der  einmaligen 
Einkaufssummen  und  Prämien  für  kurze  und  beschränkte  V^er- 
sicherungen  aus  §§.  83.  und  84.,  §§.  86.  und  87.;  für  Zusatzprä- 
mien §.  88.;  für  Leibrenten  §§.  78 , 79.  und  81.,  wenn  man  die  dort 
aufgestellten  Gleichungen  mit  (1  — 0,0r/)  theilt. 

Die  hier  angegebenen  W^erthbestimnuingen  gehen  von  der 
Voraussetzung  aus,  dass  die  V erwaltungskosten  zu  Anfang  der 
Jahre  fällig  sind. 
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§.  90. 


Fortsetzung. 

Dritte  Methode.  Geht  man  aber  von  der  Voraussetzung 
aus,  dass  die  Verwaltungskosten  am  Ende  des  Jahres  fällig  sind, 
so  führt  dieselbe  Schlussreihe  zum  Ziele.  Die  Einnahmen  der 
Gesellschaft  bestehen  wie  vorher  mit  Rücksicht  auf  Verwaltungs- 
kosten in  der  Summe: 


1) 


<S  = Ea  . Aa- 


Die  Ausgaben  der  Gesellschaft  begreifen  dann  in  sich  die  auszu- 
zahlenden  Versicherungen  im  gegenwärtigen  Werth: 


2) 


_ Ma  Ma-{-u 

K — , -f-  1 2 -f-  .... 


ferner  die  am  Ende  des  Jahres  fälligen  V^erwaltungskosten,  deren 
gegenwärtiger  Werth 

Ea'.AaA^q 


3) 


w= 


ist.  Aus  No.  1) — 3)  folgt  die  Gleichung: 

..  r t i I I -JJa-l-u  , Ea'  Aa^^fiq 

4)  t.a  Aa  - j A-  I + • •••  t + I Op 


oder : 


,,  , Ea'  1 / Ma  . JJa-J-u  'X 


und  hieraus  nach  No.  5)  §.  82. : 

Ea'  (1,0/?  — 0,0^) 


1,0/? 


= Ea, 


also : 

5) 


Ea'  = 


£a. E0/?_  _ ^OOO  + /?) 
i,Ö/?  — Ö,Ö^  100  h/? — q' 


Wird  der  Werth  für  Ea  aus  No.  7)  §.  82.  eingeführt,  so  ergibt  sich: 


, m-pLa  __  l-0,0pLa 
“ ~100  + /?-9  — l,0/?-0,0f/' 


Der  jährliche  Beitrag  bestimmt  sich  auf  gleiche  Weise  mit  Rück- 
sicht auf  Verwaltungskosten  aus  §.85.: 


n 


! 
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! 7) 

1 

Ea' £«jM+/?)  _ 100j-/9L„ 

l ~|- i/fl  (I00-|-/?  — (lüO  + p — ^)(l+jLa) 


Eben  so  ergibt  sich  für  beschränkte  Versicherung  die  einmalige 
Einkaufssunime  aus  §.  84.: 


100 


8) 


E^a,n  — 


Aa4-n—l‘La-\n—l\ 

ötm)/?"-^  J 


100  + /?  — q 
Der  jährliche  Beitrag  wird  dann  aus  §.  87. : 


9)  B'a,n=~ 


(100 + p-  „)  (i  + i.  - 


In  gleicher  Weise  findet  man  die  fraglichen  Werthe  für  kurze 
Versicherungen,  Zusatz- Prämien  und  Leibrenten,  tvenn  man  die 
hiefür  aufgestellten  Gleichungen  mit 

1 Sip — 0,0y 100  -f  p — 7 

1,0/^  JOO-f/^ 

dividirt. 


Sind  die  einmaligen  Kaufsummen  oder  jährlichen  Beiträge  schon 
bekannt,  so  wird  die  Berechnung  der  entsprechenden  Werthe  mit 
Rücksicht  auf  Verwaltungskosten  sehr  leicht,  denn  es  kommen 
dann  folgende  Formeln  in  Anwendung: 

10)  £a'  = 1 ,07 . , 1 3)  BJ  = 1 ,07 . Ba , 


£a'  = 


Ea 


1 — 0,07’ 


19X  p ,_£a(100+/?) 


R„(100  + /t?) 
“ ~ 100  + /?-9’ 


Da  die  Entwickelung  der  gefundenen  Formeln  auf  verschiedenen 
Ansichten  beruht,  so  werden  sie  nicht  auf  gleiche  Resultate  füh- 
ren. Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass 


100+/ 


16)  £a-j_o^O(/^^“-100+/?-9  ^^"•l-0,0r/'^^’®'i^-^^“ 


V I 


H 

|i 

( 


1 , 


h 

J 

1-, 


( 


£a  (100-1-/?) 

100  + p — q ^ 


i.o^-e» 


und  dass 
17) 


1 


> 


f 


1 


I 


( 
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ist,  wenn  ^ und  dagegen 


£aa(^+J?) 

tÖO  + />  “ (]f 


<h^q.Ea 


ist,  wenn  q ist.  Die  Resultate  der  Formeln  werden  aber  nur 
um  Weniges  differiren. 

Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  Bestimmung  des  jährli' 
eben  Beitrags'  eines  30jährigen  Mannes  hei  4 Procent  für  eine 
Versicherungssumme  von  100,  und  nimmt  die  Verwaltunjrskosten 
zu  dem  sehr  hohen  Procentsatze  von  10  an,  so  erhält  man  aus 
den  Gleichungen  No.  13)  — 15)  die  Werthe: 


ßao' = 1,1.1,8255  =2,00805, 


1^.100  _ 

^30  — inn  in  --AU-iöJ, 


100— 10 


_ 1,8255. 104 
~ 104— 10 


2,01970. 


Diese  Gleichungen  gehen  auch  hei  dem  hohen  Procentsatz  noch 
einen  niederem  Werth  als  der  jährliche  Beitrag  2,0433  hei  3 Pro- 
cent ohne  Vern altungskosten  nach  Brune  besagt.  Der  jährliche 
Beitrag  in  der  Gothaer  Bank  ist  nach  ij.  87.  zu  2,633,  in  der 
Lübecker  zu  2,35,  in  der  Wiener  zu  2,3833  normirt.  Dieser 
höhere  Beitrag  wird  allerdings  durch  spätere  Dividendenzahlung 
wieder  ausgeglichen.  Es  fragt  sich  aber,  ob  hei  einer  schon 
consolidirten  Bank  nicht  die  Geschäfte  einfacher  würden,  wenn 
niedere  Prämien  gefordert  und  dadurch  der  Eintritt  erleichtert 
würde,  da  auf  dem  bezeichneten  Wege  das  Bestehen  der  Gesell- 
schaft in  keiner  Weise  gefährdet  würde. 


§.  91. 

Werthbestimmung  einer  Ueberlehens  - Versicherung. 

Die  Versicherungsbanken  gestatten  auch  ausser  den  genann- 
ten V ersicherungen  noch  solche  auf  zwei  verbundene  Lehen  unter 
der  Bedingung,  dass  die  versicherte  Summe  nur  dann  ausgezahlt 
wird,  wenn  von  den  beiden  fragiicheri  Personen  die  zum  Voraus 
liezeichnete  (/yjährige)  die  andere  (njährige)  Person  überlebt. 
IVIan  nennt  diese  Art  von  Versicherung  „ (Je  be rieb  e n s- Ver- 
sicherung.“ Sie  werden  nur  auf  das  ganze  Leben  abgeschlos- 
sen. Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  versicherte  (6jährige) 
Person  vor  der  andern  (ojährigen)  stirbt,  ln  diesem  Falle  wird 


I 
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keine  Vergütung  ausgezahlt  und  die  eingezahlten  Prämiengelder 
sind  zum  Vortheil  der  Bank  verfallen.  Nur  die  noch  rückständi- 
gen Dividenden  werden  an  die  bezügliche  Person  zurück  gezahlt. 

Da  die  Versicherungssumme,  die  hier  als  die  Einheit  ange- 
nommen wird,  nur  dann  ausgezahlt  wird,  wenn  die  ojährige  Per- 
son von  der  6jährigen  überlebt  wird,  so  hängt  die  Auszahlung 
davon  ab,  dass  in  irgend  einem  Jahre  (dem  (r-fl)ten)  dieses 
Ereigniss  eintritt.  Es  sind  nun  folgende  Fälle  möglich  : 

a)  Die  ojährige  Person  stirbt  während  desselben  und  die 
6jährige  lebt  noch  am  Schlüsse  desselben.  Die  Wahrscheinlich- 
keit  hiefür  ist: 

l»;'  a-\-r  • 

^ Aa^Ab 

b)  Beide  Personen,  die  o-  und  6jährige,  starben  im  Laufe 
dieses  Jahres,  die  ojährige  aber  vor  der  6jährigen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, da.ss  beide  Personen  gerade  im  Laufe  dieses  Jah- 
res  sterilen,  ist  im  Allgemeinen: 

Mb-i-r 
Aa,AT~  ’ 

und  in  diesem  Falle  kann  die  ojährige  zuerst,  die  6jährige  spä- 
ter sterben.  Eben  so  umgekehrt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Eintreffen  beider  Ereignisse  gleich  möglich  ist,  lässt  sich  das 
Eintreflen  des  hier  in  Frage  stehenden  Ereignisses  durch 

• A/b^r 

^^~~j:Äa:Ar 

bezeichnen.  Das  Eintreffen  des  einen  oder  andern  in  a)  und  b) 
genannten  Falls  bedingt  die  Auszahlung  der  V ersicherungssumme 
am  Ende  des  genannten  Jahres.  Der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summe  ist  bei  dem  Zinsfuss  p: 

1)  ßr-n  = 

2 . Ja . J j . 1 ,0pr+i  • 

Jedes  dieser  Ereignisse  kann  in  jedem  Jahre  eintreten ; setzt 
man  daher  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  3....  bis  zur 
Lebensgrenze  statt  r,  so  erhält  man  zur  Werthbestimmung  der 
einmaligen  Einkaufssumme  £a&  für  eine  Ueberlebens- V’ersicherung 

Ja*Jfi\  hOp  l>0p^  +••••  IjOp“  / 


_[ / V1/q.  J/j  Ma^l  . J7a4-1 

la  JA  1,0p  + LÖp 


Ma+u-1 . iWi+a-i  V 

Op  + l,Öp»  +•■  löpH )• 


336 


i- 


Setzt  man  nun  iü/a4-r  = -^a-f-r— ^o+r+l,  Mb-\^r=  Ab+r—  ■^b^-r+l 
und  sieht  von  dem  Divisor  ab,  so  ist: 

M a-\-r  • Ab-\-r-\-l  r» 

= (Aa-\-r  — ^a-\-r-\-l  "I"  ^(Aa-\-r  — i^b-\-r — ^Ä+f-f-l) 

= ^(Aa+r- Ab+r  — ^a+r+1  .Ab+r+1  + ^a+r./ift+r+l  — -4a+r+l  • r). 

Führt  man  diese  Werthe  in  No.  2)  ein,  indem  man  allmälig 
0,  1,  2,....  statt  r setzt,  so  erhält  man  eine  Darstellung,  die  vier 
Iveihen  umfasst: 


1 /Aa.Ab  .Aa+l.Ab-i-l  Aa^2.Ab-\2  Aa\u-Ab^u\ 

^^^-^Aa.AbK  1,0//  + 1;0/T2  + 1,0//  + • l,0/>“+i  ) 

1 ^Ag^l.Ab^X  .Ag-^I.Ab-^'2  Ag^u-Ab-{^u\ 

2Aa.Ab\  i,0p  i,0/?‘^  1,0/9“  / 

1 /Aa.Abi^l  . Aa+l-Ah+i  . Aa^2.Ab^3  Aa+u-l-Ab+u\ 

T2^a..^6V  1,0/9  ^ 1,0/92  + 1,0/93  +”  1,0/9“  J 

1 /^a+1.^4  .Aa^2.Ab^l.Aa^3■Ab-^-2  Aa^u-Ab^u—l\ 

~2Aa.Ab\  \,0p  hOp^  1,0/93  +■•••  1,0/9“  / 

Diese  Reihen  lassen  sich  auf  verschiedene  Weise  auf  Leibrenten 
von  zwei  zusammenlebenden  Personen  nach  §.  81.  zurückführen. 
Die  zweite  Reihe  fällt  mit  einer  solchen  nach  No.  1)  §.  81.  zusam- 
men. Die  erste  Reihe  ändert  sieh  auf  folgende  Weise  in  eine 
solche  um : 

1 1 /.4a+1.^6-|9  I ^0+2. .^6+2  f «•  .^6+u\ 

2. 1,0/9 + 2.1, 0/9.  1,0/9  + 1,0//  +•■•  1,0/9“  J 

und  vereinigt  slcli  mit  der  zweiten  in  folgenden  Ausdruck: 

■f)  ^ 2 "f"  Lab)  \Lah  “ j q~  H"  Lab  \JipLab) 

1 — 0,0/?  . Lab 

Scheidet  man  das  Glied  Aa-Ab\\  ans  der  dritten  Reihe  aus,  so 
entsteht : 

Aa-Ab-il  /,  . 1 / Aa^l.Ab^2  Aa^2>Ab-i-^ 

fAa.  AVA,0fA  ^ Aa.Ab+i\  1,0/?  + GO/?^  + JJ 

— 2l^7Äb 
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Die  vierte  Reihe  fiihrt  auf  folgenden  Ausdruck,  wenn  Aa-\~i.Ab 
ausgeschieden  wird: 

^ ( ^a+^-Ab^l  Aa-l-3  •Ab+Z  \\ 

^2>hÜp,Aa»Ab\  ^Aa+l>Ab\  1,0/?  ^ IfOp*^  ~^  ))' 

“ ^J7Uip7Ä~a 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  geht  No.  3)  über  in ; / 

5) 

= 2 1,0/9  [(1 -0,0p.  Lab + (1  + La  (6-1-  1) ^(1 -f-L(a+l)6)]. 

Man  kann  aber  auch  die  dritte  Reihe  dadurch  uniformen,  dass 
man  mit  Aa-i.Ab  multiplicirt  und  dividirt.  Dann  ist: 

^ . L__  ( Ag-Ab+i  Ag+1 . Ab+2  , Ag+u-l . Ab+u\ 

2Ag.Ab  /la-l..(l6V  1,0/9  ''  1,0/9^  '*'  •*  1,0/9“  y 

— T L 

~ 2 Ja  -M“-!)». 

Für  die  vierte  erhält  man  durch  Multiplikation  und  Division  mit 

Ag.Ab—i : 

. f . ^a+^’Ab+i  Ag+u.Ab+„-i \ 

2,Aa-Ab  Aa-Ab^i\  1,0/?  1,0/?  + ••••  1,0/?“  / 

Durch  Einführung  von  No.  4)  und  der  eben  angegebenen  Werthe 
in  No.  3)  entsteht: 

p . ^ 0,0/9 . Lab  Ag—i  Ab—l  ^ 

6)  Eab  _ -- + TÄ:  • ^ - Tj7  • 

Man  kann  noch  verschiedene  Combinationen  zur  Werthbestim- 
mung von  Eab  aufstellen.  Die  in  5)  und  6)  gegebenen  sind  jeden- 
falls sehr  praktisch. 

Ist  die  ojährige  Person  der  Versicherer  und  soll  der  jährliche 
Beitrag  aus  der  einmaligen  Kaufsumme  abgeleitet  werden,  so  er- 
gibt sich  derselbe  einfach  aus  der  Gleichung  No.  5)  6.  85  , und 
es  ist : 

7)  = 

* 1 + La 
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Oder  man  kann  zu  der  Werthbestimmung  von  Ba  auch  den  Werth 
aus  No.  6)  für  Eah  einführen. 

Soll  nun  umgekehrt  die  einmalige  Einkaufssumme  oder  der 
jährliche  Beitrag  bestimmt  werden,  wenn  diesjährige  Person  von 
der  ajährigen  überlebt  wird,  so  ergibt  sich  der  Werth  hiefür,  wenn 
in  No.  5)  oder  in  No.  6)  b statt  a und  a statt  b gesetzt  wird. 
Man  erhält: 


— 0,0/?.Z/6o+  ^ (l  + iftCa  + l)) — ^ (1  -f  Z/a(6-f  1)] 

l— 0,0p. Lab  . Ab-l  r ^a-1  r r iv 

“ 2.1,0;?  + 2./i  2/la 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  den  jährlichen  Beitrag  für  diesen 
Fall  aus  der  Gleichung: 

wenn  hierin  der  Werth  aus  No.  7)  für  Eta  eingeführt  wird. 

Soll  nun  der  Werth  einer  üeberlebensversicherung  für  zwei 
Personen  von  dem  Alter  a und  b bestimmt  werden,  die  ausge- 
zahlt wird,  wenn  überhaupt  eine  von  beiden  Personen  stirbt,  so 
ergibt  sieb  derselbe  Jeicht,  wenn  man  die  entsprechenden  Werthe 
aus  No.  5),  6)  und  7)  zusammenzählt.  Man  erhält  dann: 


Eah  = 


1 — 0,0/? . Lab 


Da  der  jährliche  Beitrag  nur  so  lange  geleistet  wird,  als  die  a- 
und  6jährige  Person  zusammen  leben,  so  ergibt  sich  nach  §.85. 
der  jährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise : 


Bab  = 


Eah  1 — 0,0/?.Z>a& 

1 -f-  Lab  l>Ö/3  ( 1 Hh  La^ 


Eben  so  können  nun  nach  dem  Vorgänge  von  §.  89.  und  §.  90. 
die  Verwaltungskosten  in  Rechnung  genommen  werden. 

Man  besitzt  Tafeln,  worin  die  hierhergehörigen  Werthe  be- 
stimmt sind.  Da  die  möglichen  Fälle  des  Verbundenseins  zweier 
Personen  sehr  mannigfaltig  sind,  so  haben  die  betreffenden  Tafeln 
eine  grosse  Ausdehnung.  Es  mag  genügen,  die  Methode  für  ihre 
Berechnung  gezeigt  zu  haben. 
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§.  92. 

DieReserve. 

Die  Reserve  besteht  in  dem  Betrage,  der  von  den  Prämien 
oder  Beitragsgeldern  zurückgelegt  werden  muss,  weil  alle  für  das 
Leben  oder  auf  mehrere  Jahre  versicherte  Personen,  deren  Prä- 
miengelder gleich  bleiben,  in  den  ersten  Jahren  mehr,  in  den 
spätem  weniger  zahlen,  als  die  Ausgaben  betragen,  welche  nach 
dem  Sterblichkeitsgesetz  erfordert  werden.  Der  Ueberschuss  in 
den  frühem  Jahren  dient  dazu,  den  Minderertrag  der  spätem 
Jahre  auszugleichen  und  w ird  als  Reserve  für  die  folgenden  Jahre 
zur  Disposition  angesaimnelt. 

Nach  den  Statuten  der  einzelnen  Gesellschaften  wird  der 
jedesmalige  wahre  Betrag  der  Reserve  nach  den  Grundsätzen  der 
Prämienbereebnung  ermittelt.  Auch  wird  derselbe  von  Zeit  zu 
Zeit  durch  besondere  Berechnung  nach  den  bei  den  einzelnen 
Gesellscbaften  über  die  Sterblichkeit  gemachten  Erfahrungen  und 
Abweichungen  von  derselben  berichtigt. 

o 

Zur  Bestimmung  der  Reserve  eines  Jahres  wäre  eigentlich 
keine  besondere  Berechnung  nötbig,  wenn  die  eingehenden  Gel- 
der zu  dem  nämlichen  Zinsfuss  angelegt  würden,  in  welchem  die 
Prämiensätze  bestimmt  sind,  die  Auszahlung  der  Versicherun«rs- 
summen  genau  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Sterblichkeitsgesetz 
erfolgte  und  die  Verwaltungskosten  des  Gesellschafts- Vernnögens 
zum  Voraus  bestimmt  und  erlegt  wären,  denn  die  Reserve  bestände 
denn  einfach  aus  dem  jeweiligen  Cassenbestand  der  Gesellschaft. 

Da  aber  die  Prämiensätze  gewöhnlich  zu  einem  niederem 
Zinsfuss  (.3  Procent)  berechnet  sind,  die  eingehenden  Gelder  aber 
von  der  Gesellschaft  zu  einem  hohem  Zinsfuss  (4  bis  4,5)  ange- 
legt werden,  die  Sterbefälle  aber  nicht  mit  Sicherheit  nach  dem 
angenommenen  Sterblichkeitsgesetz  erfolgen,  so  werden  sich  hier- 
aus andere  Resultate  ergeben,  als  diejenigen  sind,  worauf  der 
Calcul  führt,  und  die  voraus  gesetzt  werden , wenn  die  Zahlungen 
von  der  Bank  eingehalten  werden  sollen. 

Die  Gesellschaft  muss  daher  darauf  bedacht  sein,  rechtzeitig 
[ über  die  nölhigen  Mittel  verfügen  und  ihre  Verbindlichkeiten  ohne 
Schwierigkeit  erfüllen  zu  können.  Diess  ist  nur  möglich,  wenn 
sie  für  den  richtigen  Bestand  der  Reserve  V'orsorge  trifft.  Erfolgt 
der  Abgang  der  versicherten  Mitglieder  in  geringerem  Grade,  als 
die  angenommene  Sterblichkeits-Ordnung  es  verlangt,  so  müssen 
die  hiedurch  überschüssigen  Summen  in  Reserve  gehalten  werden, 
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damit  seiner  Zeit  die  erforderlichen  Zahlungen  gemacht  werden 
können.  Es  wird  daher  gut  sein,  wenn  von  Zeit  zu  Zeit  die  nöthi- 
gen  Beriehtigungen  gemacht  werden,  wie  diess  auch  in  den  Sta- 
tuten der  bezüglichen  Gesellschaften  vorgesehen  ist. 

§.  03. 

Berechnung  der  Reserve. 

Da  die  richtige  Berechnung  der  Reserve  für  das  Bestehen 
einer  Gesellschaft  vor  Allem  von  Wichtigkeit  ist,  so  sollen  hie- 
für  verschiedene  Methoden  angegeben  werden. 

Erste  Methode.  Bezeichnet  man  wie  früher  die  Zahl  der 
am  Anfänge  der  folgenden  Jahre  lebenden  Personen  vom  «ten 
Jahre  an  durch  Aa,  ^a+i,  und  die  der  mit  J'ode  ab- 

gehenden durch  I\Ja,  iVa+i,.JJa+2,....,  die  Grösse  des  jährlichen 
Beitrags  für  die  Versicherungssumme  1 oder  100  durch  Ba,  so 
bestimmt  sich  der  Bestand  der  Reserve  für  ein  bestimmtes  Jahr 
(?zte)  für  sich  sehr  einfach,  wenn  man  die  Summe  der  am  An- 
fänge dieses  Jahres  lälligen  Beiträge  bestimmt,  hiezu  den  ein- 
jährigen Zins  bei  p Procent  zählt  und  davon  die  am  Ende  des 
Jahres  fälligen  Versicherungssummen  für  die  gestorbenen  Mit- 
glieder abzieht.  Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve 
tür  das  nie  Jahr  (ß„)  durch 

= B — 1.  1,0^ — t 

oder  für  die  Versicherungssumme  K: 

2)  Bn  — Ba . Aa-f-n—l . l,0/>  — AJa^n—l  . K, 

wenn  der  Werth  von  Ba  im  Verhältnisse  von  K bestimmt  ist. 

Diess  lässt  sich  auch  so  ausdrücken,  wenn  die  Summe  sämmt- 
licher  zu  Anfänge  des  «ten  Jahres  fälliger  Beiträge  durch 
Bn  — Ba-Aa\n—\  und  die  Summe  der  Versicherungen  durch  F» 
bezeichnet  w ird : 

3)  Rn-BnASSp-Vn. 

Hieraus  ergibt  sich  für  den  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des 
ersten,  zweiten,  dritten  Jahres  u.  s.  w.: 

1)  I /?2  = /?2.1,0/>-F2, 

( A’3  = /?3.1,0/?-F3, 
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u.  s.  w.,  worin  auch  die  Werthe  aus  No.  I)  oder  No.  2)  substi- 
tuirt  werden  können. 

Sänimtliche  Werthe  in  No.  4)  bleiben  als  Vorrath  in  der  Casse 
zur  Deckung  später  fällig  werdender  Bedürfnisse  und  sind  in  die 
spätem  Jahre  uberzutragen. 

Soll  nun  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres 
lür  sämmtliche  Jahre  bestimmt  werden,  so  wird  er  sich  leicht 
ergehen,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Reserve  des  ersten  Jahres 
(n  I)  Jahre  lang  Zins  trägt,  die  des  zweiten  {n  — 2),  die  des 
dritten  {n  3)  Jalire  lang  u.  s.  w.  Werden  nun  die  Beträge  in 
No.  4)  der  Reihe  nach  mit  1 verviel- 

facht,  so  ergibt  sich  der  Bestand  der  Gesammtreserve  für  Jahre, 
der  mit  SRn  bezeichnet  werden  soll: 

5) 

oder  wenn  die  Werthe  für  die  R aus  No.  4)  eingeführt  und  ge- 
ordnet  werden: 

6) 

SRn  = B,  . Ifipn  -P  ^2-  + ....  Bn^lAfip^^Bn.ifip 

— + r„. 1,0/7+  F„], 

oder  aus  No.  2) : 

7) 

SRn=  BaA,0p[Aa.^,0p”-^  f ^a+1  • 1,0/J»-«  1 ... J„+„-2.1,0/7-h /la+„-l] 
- K [ J7a . l,0/?"-l  + . l,0pn-2  + ....  J7a+„-2 . 1,0/?  + J7a+„_i]. 

Zweite  Methode.  Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt 
man,  wenn  man  die  Werthe  sämmtlicher,  zu  .Anfang  der  Jahre 
fälliger  Beiträge  i5, , Z?2,....7?„,  ebenso  die  am  Ende  der  Jahre 
auszuzahlendeii  Versicherungssummen  F^ , auf  den 

Schluss  des  «ten  Jahres  zurückbringt  und  letztere  von  ersteren 
abzieht.  Es  ist  dann  wie  vorhin : 


SRn — Bl  . l,0/>"  -f  B^-lfip^  ^ -f  ....  ßn-l.  1,0/?®  -f  Bn.  1,0/? 
— [F,  .1,0/?"-!  + Fa.  1,0/?"-®+  ....  F„_i.l,0/?+  F„]. 


§.  94. 

Fortsetzung. 

Dritte  Methode.  Diese  ergibt  sich,  wenn  man  mit  dem 
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Ende  eines  jeden  Jahres  die  Rechnung  der  Gesellschaft  abschliesst 
und  den  Gassen vorrath  des  Vorjahrs  für  die  Reserve  in  das  nach- 
folgende überträgt. 

Der  Bestand  der  Reserve  des  ersten  Jahres  ist  hiernach: 

♦ 

J)  . 1,0/7 - F, . 

ZiU  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beiträj^e  des  zweiten  Jah- 
res und  erwachsen  am  Ende  des  zweiten  Jahres  sammt  Zins  zu 
der  Summe  (/?i -f  ^2)  Hievon  gehen  die  Versicherungssum- 

men des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  daher 
am  Ende  des  zweiten  Jahres: 

-)  /?2  = (^l  + ^2)I,0/7-Fa. 

Zu  diesem  Cassenvorrath  kommen  die  Beiträge  des  dritten  Jah- 
res und  erheben  sich  sammt  Zins  am  Schlüsse  des  dritten  zu  der 
Summe  (R^  -f-  R3)  1,0/7,  von  welcher  die  Versicherungssummen  des 
dritten  Jahres  abgeheii.  Hiernach  ist: 

3)  ^3  = (/»’2  + ^3)1,0/7-F3. 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  ergibt  sich  der  Bestand 
der  ganzen  Reserve  am  Ende  des  Titen  Jahres,  der  wie  in  §.  93. 
durch  SRa  bezeichnet  werden  soll,  in  folgender  Weise: 

SRn  = (SR„_i  -H  B„)  1,0/7  - F„. 

Diese  Methode  ist  eine  zurücklaufende.  Werden  nun  die  Werthe 
für  die  A-  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  eingeführt,  so  ent- 
steht, wenn  gehörig  geordnet  wird,  im  Anschluss  an  No.  1): 

SR.i  = (SRi  + 

= ßi . l,0/7‘^  + ß^.hOp - F, . 1.0/7-  F2, 

SR,  = (SR.,-i-ß,)],0p-V, 

= ß,.l  ,0/73  ^ 1 0p2  + ^3 . 1,0/7  - F,  . 1,0/72-  Fa . 1,0/7  - F3, 

= 1,0/7- F^ 

= ß,  . 1,0/7^  + ß^.  1,0/73  + Z?3 . 1,0/72  + 1,0/7 

- [ Fl . 1,0/73  -f  Fa.  1,0/72  -f-  F3 . 1,0/7  -H  FJ 

u.  s.  w.  Das  Ableitungsgesetz  tritt  deutlich  hervor  und  es  ist 
allgemein : 

5)  SRn  = ßi  . l,0/7"  + Ra  • 1 .0/7«-»  -f  ....  ßn-l . 1 ,0/72+  ] 0^ 

- [ Fl . l,0/7«-i  + Fa.  1,0/7«-2  + ....  . 1,0/7  + F„J. 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  No.  6)  §.  93.  überein. 
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Üie  bbher  entwickelten  Gleicfaungen  gehen  von  der  Voraus- 
setzung aus,  dass  jährliche  Beiträge  eingezablt  werden.  Werden 
aber  einmalige  Einkaufssummen  angenommen,  so  ergibt  sich  hie- 
für  folgende 

Vierte  Methode.  Man  bringe  den  Betrag  sämmtlicher  Ein- 
kaufssummen,  welche  durch  E = Aa-£a  bezeichnet  werden  sol- 
len, auf  den  Schluss  des  72ten  Jahres  und  ebenso  sämmtliche 
Versicherungssummen  T'\,  V29  F«  auf  den  gleichen  Zeit- 

punkt zurück.  Geschieht  diess,  so  ergibt  sich  für  den  Bestand 
der  Gesammtreserve  am  Ende  des  nten  Jahres  folgende  Bestim- 
mung : 

6) 


SRn  = EAfip--[y\A,0pr^-^  Vn^lAftpi  Vnl 


$ 


§,  95. 


Berechnung  der  Reserve  bei  vierteljährlichen  Aus- 
zahlungen. 

Die  Statuten  der  verschiedenen  Gesellschaften  enthalten  ge- 
wöhnlich die  Bestimmung,  dass  die  Versicherungssummen  drei 
Monate  nach  Einlauf  der  gültig  anerkannten  Sterbepapiere  aus- 
gezahlt werden. 

Hiernach  müssen  vierteljährliche  Auszahlungen  in  Rechnung 
gebracht  werden.  Geht  man  von  der  Voraussetzung  des  gleichen 
xYbsterbens  liinnen  Jahresfrist  aus,  so  ist  in  den  verschiedenen 
Vierteljahren  der  einzelnen  Jahre 

i J/a+r-l  A = 4 Fr 


auszuzahlen.  Diese  Art  der  Auszahlung  setzt  vierteljährliche  V^er- 
ziiisung  voraus,  und  diese  ist  dann  der  Harmonie  wegen  auf  Ein- 
nahmen und  Ausgaben  anzuwenden.  In  diesem  Falle  stellt  sich 
der  Calcul  anders  und  in  folgender  Weise  fest,  wenn  man  der 

r) 

Kürze  wegen  den  vierteljährlichen  Zins  durch  bezeichnet. 

I 

Die  Beiträge  des  rten  Jahres  erwachsen  bei  vierteljähriger 
Verzinsung  zu  der  Summe  i5r.l,0/7il  Die  vierteljährige  Auszah- 
lung der  V’ersicherungssummen  desselben  Jahres  führt  dann  auf 
folgenden  Werth: 


iFr.l,0/7i3  + 


iFr.l,0/7,2+»Fr.l,0/7i  +Fr  = 


1,0/7, 4—1 
" 0.0/71  • 
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Der  Bestand  der  Reserve  des  rten  Jahres  für  sich  ist  daher  nach 
§.93.  erste  Methode: 

Man  kann  nun  nach  einer  der  in  §.  93.  und  §.  94.  angegebenen 

Methoden  verfahren  und  wird  dann  den  Bestand  der  Gesammt- 

reserve  für  die  verschiedenen  Jahre  durch  foleende  Formeln  er- 
halten : 

2) 


_1F  4 1T7  1.0;?,  4-1 

* 0,0p  “^^*  “0:07?“’ 

4)  SR,  = (SR.,  -I  ß,)  1,0;?, 4_ 

= /?,.I,0;?,»2+/?2-1.0/?i«  f.ß3.1,0;?i4 

1 Qp  4 ] 

“ * • okr~  [ n • i.of,  » + F, . i.Oft . + F,] . 


■ O.Up, 


Hiernach  erj^ibt  sich  der  liestaud  der  Reserve  am  Ende  des  7^1eü 
Jahres  auf  fol  geride  Weise: 


iS)  SR„  — ( SR,i—i  f ßn)  1 ,0;?,  4 — ^ F„ . 


1,0;?|4-1 

Ö,Ö;?i 


=^ßlA,0pi  4«  ^ß,^A  ,0;?,  4«-4+...^„_,.  1 8^  1,0;?,  4 

l,0n,i_l  ^ 

XÖ:0/?i  ■ [ r, . 1,0;?,4«-4  -|.  Fa.  I,0;?,4«-8....  F„_i.  1,0;?,4  + F„]. 


(j.  96. 

$ 

Vergütung  aus  dem  Reservefonds. 

Die  Versicherungshanken,  und  namentlich  die  Gothaer,  gestat- 
ten ihren  Mitgliedern  den  freiwilligen  Austritt  aus  der  Gesellschaft. 
Bei  kurzen  Versicherungen  hört  in  diesem  Falle  der  Anspruch 
aut  Vergütung  auf.  Bei  Versicherungen  auf  die  Lebensdauer 
aber  wird  dem  Inhaber  einer  Police  gegen  Rückgabe  derselben 
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eine  besondere,  nach  festgestellten  Grundsätzen  zu  berechnende 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  unbeschadet  seines  Anspruchs 
auf  die  ihm  noch  gebührenden  Dividenden- Antheile,  gewährt. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  wie  gross  der  Betrag  dieser 
Vergütung  für  die  von  einem  austretenden  Mitgliede  geleisteten 
Beiträge  zu  bemessen  ist.  Diese  Frage  wird  sich  in  folgender 
Weise  beantworten  lassen. 

Eine  Anzahl  oalteriger  Personen  (Ja)  vereinigen  sich,  um  sich 
gegenseitig  eine  ^iimme  A zu  versichern,  welche  hei  dem  einlre- 
tenden  Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird.  Sie  bestreiten 
die  hiezu  nöthigen  Auslagen  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  und 
lassen  das  Vermögen  der  Gesellschaft  auf  ihre  Kosten  verwalten. 
Nach  ümfluss  von  n Jahren,  innerhalb  welcher  die  Beiträge  und 
Versicherungssummen  ordnungsmässig  ein-  und  ausgezahlt  wur- 
den, beschliessen  die  noch  übrigen  Mitglieder,  die  Gesellschaft 
aufzulösen.  Es  fragt  sich:  welche  Summe  hat  jedes  der  vor- 
handenen Mitglieder  anzusprechen? 

Offenbar  wird  jeder  über  die  Entscheidung  Befragte  antwor- 
ten: die  in  der  Gasse  vorhandene  Summe  ist  Eigenthum  der  noch 
vorhandenen  Mitglieder  und  im  Auflösungsfalle  muss  die  vorräthige 
Summe  unter  sämmtliche  noch  lebende  Mitglieder  im  VerhältniL 
ihrer  bisher  geleisteten  Beiträge  vertbeilt  werden.  Der  in  der  Gasse 

vorhandene  Vorrath  ist  aber  in  der  That  nichts  anderes  als  die 
Reserve. 

Da  nun  jedem  Mitgliede  der  Austritt  aus  der  Versicherungs- 
Gesellschaft  zu  jeder  Zeit  freisteht  und  ihm  in  diesem  Falle  eFne 
Vergütung  zugesa«t  ist,  so  fällt  diese  Frage  mit  der  obigen  zu- 
sammen. Sie  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  dadurch,  dass  die 
Gesellschatt  nach  dem  Austritt  des  Einzelnen  noch  fortbesteht 
und  der  Rest  der  Reserve  Eigenthum  der  Gesellschaft  bleibt. 

Bezeichnet  man  nun  das  Verhälfniss  des  Beitrags  eines  ein- 
zelnen Mitgliedes  zu  der  Summe  der  Beiträge  der  vorhandenen 
Mitglieder  oder,  was  dasselbe  ist,  der  versicherten  Summe  zu  der 

b * 

Gesamrat-Versicherungssumme  durch  so  bestimmt  sieh  die 
fragliche  Rückvergütungssumme  durch: 


6, . SRn 

B ~ 


9 


oder,  wenn  der  Werth  für  SRn  aus  §.  93.  oder  §.  94.  eingeführt 
Wird : 


I 
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J»-' 


.»7 


f" 

VI 

-■  / 
i' 

I-, 

j.o 


ßl 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


2)  G= g [ßj . lyOp^-i-B^.  \,0p”—^-i-...Bn-i . Ä„.  1,0/?] 

- Fa.l,0/>«-2  + ....  F„_i.l,0/>+F„]. 

Die  Statuten  der  (iothaer  Lebeiisversicheruiigsbank  enthalten 
über  die  Berechnung  der  fraglichen  Vergütung  folgende  ßestini* 
mung : 

„Die  Höhe  dieser  V’ergütung  wird  bedingt  durch  das  V'erhält- 
niss  der  nach  den  Berechnungen  der  Bank  auf  die  Versicherung 
treffenden  Reserve  zur  V^ersicherungssuninie.  Beträgt  die  Reserve 
nicht  mehr  als  2Ü  Proceot  der  Versicherungssumme,  so  wird  der- 
malen die  Hälfte  der  Reserve  als  Abgangs-Entschädigung  gewährt. 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Proceiit,  so  findet  bis  auf  Weiteres  eine 
progressive  Rückvergütung  Statt,  und  zwar  dergestalt,  dass 

wenn  die  Reserve  20 — 22  der  Versicherungssumme  ausmacht,  eine 

Rückvergütung  von  51  Proc. 
22-24  „ „ 52 

24-26  „ „ 53 

u.  8.  f.  dieser  Reserve  geleistet  wird,  so  dass  sich  mit  dem  ab- 
soluten Werthe  der  Police  auch  das  Verhältniss  ihres  Rückkaufs- 
preises erhöht  und  ein  allmäiiger  Uebergang  zu  dem  Punkte  Statt 
findet,  wo  bei  dem  Anwachsen  der  Reserve  zur  vollen  V^ersiche- 
rungssumme  letztere  nach  §.  63.  schon  bei  Lebzeiten  ausbezahlt 
wird  (V'orstands-Beschluss  vom  15.  iVlai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versicherung  ist  auf  ungefähr  die  Hälfte  der  für  dieselben  einge- 
zahlten Prämien  anzuschlagen.“ 

Die  Grundsätze,  woraus  die  von  der  Gothaer  Lebensversiche- 
rungs-Bank gewählte  Berechnungsweise  abgeleitet  ist,  sind  wie 
mir  scheint  nicht  deutlich  erkennbar.  Sie  enthält  nach  meiner 
Ansicht  eine  ziemlich  willkübriiche  Bestimmung,  wenn  auch  ihre 
Resultate  mit  denen  der  oben  angegebenen,  was  aber  kaum  vor- 
auszusetzen ist,  Zusammentreffen  sollten.  Auch  die  im  letzten 
Satze  aufgestellte  Behauptung  scheint  nicht  zutreffend  zu  sein. 
Jede  in  der  Mathematik  aufzustellende  Methode  muss  eine  durch- 
sichtige, allgemein  verständliche  und  eben  deswegen  bindende 
Grundlage  haben.  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  von  der  Gothaer 
Bank  angegebenen  Berechnungsvveise  schwer  zu  erkennen. 


§.  97. 

Berechnung  des  Sicherheitsfonds. 

Der  Sicherheitsfonds  wird  von  den  angesammelten  jährlichen 


I 
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reinen  Ueberschüssen  gebildet.  Der  reine  CJeberscbuss  eines  Jahres 
ist  die  Summe,  welche  nach  Abzug  der  Ausgaben  sammt  Ver* 
waltungskosten  und  der  Reserve,  so  wie  der  sogenannten  üeber- 
träge  von  der  Einnahme  übrig  bleibt  und  bildet  den  Vorrath  fü 
^ die  Dividende. 

j Bei  dieser  Rechnung  muss  daher  noch  ein  w'eiterer  ßestand- 

theil , die  \ erwaltungskosten , aufgenommen  werden.  Bezeichnet 
man  die  Verwaltungskosten  der  verschiedenen  Jahre  durch  Wi, 
j ^2»  den  Sicherheitsfonds  durch  Si,  und  be- 

hält die  (rühere  Bezeichnungsweise  bei,  so  bestimmt  sich  der 
Sicherheitsfonds  am  Ende  des  ersten  Jahres  durch 

des  zweiten  Jahres; 

2)  = 

= ßi . I,0ry2  + . 1,0^  - Q, . lOq  _ 

u.  s.  w.;  und  hieraus  allgemein  nach  Analogie  der  Gleichungen  in 
§.  93.  und  §.  94. : 

3)  Sn  = (Sn-1  + Bn)  1,0^  — Qn 

= Bl.]  ,0rjn  + Ra . 1 ,Qgn-i ....  B„-1 . 1 ,0^®  + B„ . Ifiq 

- (Ql . Qn-i.],0g  -P  Q„), 

wenn  -f-  F„  -f  W„  die  Summe  sämmtlicher  Ausgaben  und 

B„  sämmtliche  Einnahmen  eines  Jahres,  g aber  den  Zinsfuss, 
worin  die  Kapitalwerthe  der  Bank  angelegt  sind,  bezeichnet.  Die 
Reserve  (Rn)  ist  im  Zinsfuss  p zu  bestimmen.  Die  Auswerthung 
von  No.  3)  unterliegt  keiner  weitern  Schwierigkeit.  Bei  viertel- 
jährlichen Auszahlungen  kommen  die  Bestimmungen  des  §.  96. 
zur  Anwendung. 


§.  98. 

Methoden  für  die  Berechnungsweise  der  Reserve. 

Da  die  Berechnung  der  Reserve  für  die  Versicherungsbanken 
von  Wichtigkeit  ist,  so  mögen  hiefür  folgende  Methoden  angege- 
ben werden. 
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Erste  Methode.  Sie  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  No.  5) 
§.  93.; 

1)  = ß, . 1 f Ä2 . + . . . . ß„_i . ] ,0;?  + ß„ 

und  besteht  darin,  dass  man  den  Bestand  der  Reserve  eines  jeden 
Jahres  für  sich  nach  der  Formel 

2)  ßr  — -ßa . . 1,0^9  r—l  • ß 

für  den  Werth  K oder  /v  = l berechnet  und  dann  jeden  einzelnen 
Werth  mit  der  zugehörigen  Potenz  von  1,0/?  verbindet  und  sämmt- 
liche  Glieder  summirt. 

Soll  der  Bestand  der  Reserve  am  Schlüsse  des  vierten  Jah- 
res nach  der  Tafel  von  Northampton  bei  3 Procent  und  ß=:100, 
wenn  man  von  dem  SOsfen  Jahre  ausgeht,  berechnet  werden,  so 
ist  aus  No.  1): 

SR^  = ßi . 1,033  + ß2 . 1,032  -f  ß3 . 1,03  + ß^. 

Aus  No.  10)  §.  87.  hat  man  = 18,893....  = 18,9,  und  aus  No.  2) : 
ß4  = 40 . 1 8, 9 . 1 ,03  — 5 . 1 00  = 778,68  — 500  = 278,68 , 
ßa  = 35 . 1 8,9 . 1 ,03 — 5 . 1 00  = 68 1 ,345  — 500  = 1 8 1 ,345, 
ßg  = 30.18,9.1,03  — 5.100  = 584,01  —500=  84,01, 
ß4  = 25 . 18,9. 1,03-5. 100=486,675  - 500  = - 13,325, 
und  hieraus  nach  No.  1): 

3)  Sß4  = 287,68. 1,033+ 181,345. 1,032  + 84,01 . 1,03-13,325 

= 304,521  + 192,.388  + 86,530—  13,325 
= 583,439 — 1 3,.325  = 570, 1 1 4 . 

Zweite  Methode.  Sie  beruht  auf  der  Durchführung  der 
Gleichung  No.  7)  §.  93. : 

4) 

SRn  = Ba\_Aa- 1,0/?"  + Aa-\-l . l,0/?"~*+.....i4o-|-n-2.  l,0/?2+^a^„_l.  1,0/?] 
- K [Ma . 1 ,0/?"-l  + 71/a+l . 1 ,0/?"-2  ....  .1,0/?  + il/a+n-lj. 

Man  hat  sofort  der  Reihe  nach  die  Zahl  der  Lebenden  mit 
den  zugehörigen  Potenzen  von  1,0;?  zu  verbinden,  die  hieraus 
entstehenden  Producte  zu  summiren  und  die  erhaltene  Summe 
mit  dem  Jahresbeitrag  zu  multipliciren.  Dasselbe  hat  mit  der 
Zahl  der  Sterbenden  zu  geschehen;  die  entstehende  Summe,  ist 
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mit  der  Versicherungssumme  K zu  multipliciren  und  das  zuletzt 
erhaltene  Resultat  von  dem  ersten  abzuziehen. 


Wird  das  oben 
entsteht : 


gegebene  Beispiel  hiernach  behandelt,  so 


Sß4=l8,9(40. 1,03^  + 35. 1,033  + 30. 1,032  + 25. 1,03) 

- 100  (5 . 1,033  + 5 . 1,032  + 5 . 1,03  + 5) 
=18,9(45,020352  + 38,245445  + 31,827  + 25,75) 

— 5.100.4,1836270 
= 2661,9288  2091,8135  = 570,1153. 

Ist  nach  dieser  Methode  der  Stand  der  Reserve  für  das  nte 
Jahr  feslgestellt,  so  kann  man  hieraus  leicht  auf  den  des  (7?-fl)ten 
Jahres  übergehen.  Hierzu  dient  folgende,  aus  No.  7)  §.  93.  abge- 
leitete Formel : 

6)  Sßn+l 

= ßa[(^a.  1,0/?"  + Jafl  - 1 ,0/?"“^  f n-1 . 1,0/?) . 1 ,0/?+.^4a4-n.  1,0/?] 

- l,0/?«-l  + l,0/?"-2  ....  J/a+„-i).  1,0/?  + 

Hiernach  hat  man  den  nach  No.  4)  für  die  beiden  Reihen  erhal- 
tenen Werth  mit  1,0/?  zu  multipliciren,  dann  ßa-vla+n.1,0/?  zu- 
und  K.Ma\n  abzuzäblen. 

Hat  man  es  In  den  zwei  angegebenen  Methoden  nicht  mit 
ungleichen  Beiträgen  und  V'ersicberiingssummen  von  einzelnen 
Mitgliedern  zu  thun,  so  wird  es  am  besten  sein,  die  Gleichungen 
No.  5)  und  No.  6)  §.  93.  dem  Calcul  zu  Grunde  zu  legen.  Älan  kann 
aber  auch,  da  alle  Beiträge  und  Versicherungssummen  auf  Viel- 
fachen von  100  beruhen,  den  Bestand  der  Reserve  auf  100  redu- 
ciren  und  von  dem  so  erhaltenen  W’erthe  auf  die  Gesammt-Ver- 
sicherungssumme  übergehen. 

Dritte  Methode.  Sie  gründet  sich  darauf,  dass  man  die 
Glieder  der  negativen  Reihe  in  No.  4)  nach  der  Formel 


M a-\-r  — Aa-f-r  — Aa-f-r-}-! 
in  zwei  zerlegt.  Dadurch  entsteht: 


Sßn=  ßo(.(4a.  l,0/?"  + ^a+l.l,0/?"-l....+  ^a^  n-2.  l,0/?2+^a^„_l.l,0/?) 
— R(Aa . l,0/?”-l  + Ja+1.  l,0/?"-2....  .^a+n-2. 1,0/?+  .(4o+n-l) 

+ R(Aa+l . 1,0/?"-^  + Aa+2.  l,0/?"-2 ....  Aa-f-n-l . 1,0/?  + Aa+n)- 

In  der  dritten  Reihe  fehlt  das  erste  Glied  ß. +a.l,0/?».  Zählt 
man  dieses  der  V’ervollstcändigung  wegen  zu  und  ab  und  scheidet 
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das  Schlussglied  der  dritten,  K.Aa-\^n9  aus,  so  kann  man  die 
dritte  und  erste  Reihe  in  eine  vereinigen  und  man  erhält: 

SRn 

= (Ba^rK)  [Aa.  l,0/?"+Ja+l 

^ • 1,0^”  ^ -l"  Aa-\-l  . ....  ^a-|-7i— 2.  I>0j7  -J-  2] 

" K.  , Aa-  l,0p^  -|-  K. , Aa-\-n> 

Scheidet  man  nun  den  Factor  \fip  aus  der  ersten  Reihe,  so 
vereinigen  sich  beide  Reiben  und  es  entsteht: 

SRn  = [{Ba  I-  AT)  1 ,0jj  — K] 

X [Aa.  + Aa+1.  l,0/>«-2  + ..  ..  1,0p  + A+,-l] 

— K{Aa . 1,0p"  — Aa+n). 

Da  nun 

(Ba  + R)  1,0p  -K=Ba.  1,0p  - 0,0p . K = ^^}^+p)±pK 

100 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus  für  die  Berechnung  des  Standes  der 
Reserve  am  Ende  des  nten  Jahres  folgende  sehr  praktische  Formel: 


SRn  — 


^a(lü0  + p)+pA: 

löo 


X [Aa.  l,0p«-l  A-Aa^l.  l,0p"-2  + . . . . ^a+n-2. 1,0p  + ^o+n-l] 

— K[Aa.  1,0p"—  Aa+n]. 

Zugleich  hat  man  hieraus  für  den  Stand  der  Reserve  am  Ende 
des  (n  + l)ten  Jahres; 

(^a(lQ0  ~1~  p)  + pK) 

o)  100  ” 

[(^ö*  ^ -{*  Aa-\-l  • 1,0/?""*^.. , , -|-  Aa^^-n^J)  • l>Qp  -f-  Aa-^-Jt] 

— AL.[.Ja.l,0p"+^— ^a+n+l], 

und  man  kann,  wie  aus  der  Vergleichung  von  No.  8)  hervorgeht, 
den  in  der  Reihe  von  No.  7)  gefundenen  Werth  benutzen,  ihn 
mit  1,0p  multipliciren,  hiezu  Aa+n  zahlen,  dann  mit  dem  vorge- 
scbriebenen  Factor  verbinden  und  leicht  durch  Anschluss  des 
negativen  Gliedes  in  No.  8)  von  der  Reserve  des  Vorjahres  auf 
die  des  folgenden  übergehen. 

Benutzt  man  nun  die  Gleichung  zur  Berechnung  des  oben  an- 
gegebenen Falles,  so  ist  der  Bestand  der  Reserve  api  Ende  des 
vierten  Jahres  für  ein  Alter  von  80  Jahren  nach  der  Sterblich- 
keitstafel von  Northampton: 
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9)  Sß4= ~ (40.1,03H35.1,03*+300.1,03+25) 

-100(40.1,034-20) 

= 22,467(4.3,70908  + 37,1315  + 30,9  + 25)—  100(45,020352  — 20 
= 3072, 1 5061  — 2502,0.352  = 570, 1 1 54. 

Man  kann  übrigens  auch  diese  Methode  ganz  allgemein  benutzen, 
wenn  man  die  oben  zur  zweiten  Methode  gemachte  Bemerkung 
berücksichtigt. 

c? 

§.  99. 

Fortsetzung. 

Vierte  Methode.  Diese  Methode  beruht  auf  der  Gleichung 
No.  1)  §.  94.  und  dient  zugleich  dazu,  die  Richtigkeit  der  bisher 
aufgefundenen  Methoden,  so  wie  das  über  die  Berechnung  der 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  §.  96.,  Gesagte  zu  bestätigen. 

Sie  besteht  darin,  dass  man  von  dem  Bestand  der  Reserve  des 
V’^orjahrs  allmälig  auf  die  der  folgenden  Jahre  übergeht,  wie  die  Formel 

1)  SRn  = (SRn—l-\-Bn)^,0p — F» 

verlangt,  und  ist  der  Anlage  nach  ganz  allgemein,  wie  aus  dem 
Inhalt  dieser  Gleichung  hervorgeht.  Älan  erhält  durch  ihre  An- 
wendung die  Bestände  der  Reserve  auf  mehrere  Jahre. 

Soll  hiernach  die  Reserve  für  das  Alter  von  80  Jahren  nach  der 
Tafel  von  Northampton  auf  die  folgenden  zehn  Jahre,  also  bis  zum 
90sten  Jahre,  wo  die  Versicherung  von  100  spätestens  gezahlt  wird, 
berechnet  werden,  so  ergibt  sich  hieraus  folgende  Zusammenstellung : 


80stes  Jahr.  Summe  der  Beiträge:  40.18,9  756 

Zins  zu  3 Procent  hinzu 22,68 

TTW 

5 Versicherungen  zu  100  ab 500 

81  ,,  „ Reserve  des  ersten  Jahres 278,68 

Summe  der  Beiträge:  35.18,9  661,5 

94ÖJ8 

Zins  hinzu 28,21 

%p9 

5 Versicherungen  ab 500 

82  „ .,  Reserve  des  zweiten  Jahres 468. .39 

Summe  der  Beiträge:  30.18,9  567 

1035,39 

Zins  hinzu 31,06 

1066,45 

5 Versicherungen  ab 500 

83  ,,  , Reserve  des  dritten  Jahres  . . . . . . . 566,45 


ft 
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83stes  Jahr.  Reserve  des  dritten  Jahres  . 

Summe  der  Beiträge:  25.18,9 

Zins  hinzu  

5 Versicherungen  ab  ...  . 

84  „ „ Reserve  des  vierten  Jahres  . 

Summe  der  Beiträge:  20.18,9 

Zins  hinzu  


85 


fp 


86 


87 


Pf 


88 


89 


PP 


fp 


PP  PP 


PP 


PP  pp 


PP 


4 Versicherungen  ab  ...  . 

Reserve  des  fünften  Jahres  . 
Summe  der  Beiträge:  16.18,9 

Zins  hinzu 

4 Versicherungen  ab  ...  . 

Reserve  des  sechsten  Jahres 
Summe  der  Beiträge:  12.18,9 

Zins  h inzu 

3 Versicherungen  ab  ...  . 

Reserve  des  siebenten  Jahres 
Summe  der  Beiträge:  9.18,9. 

Zins  h inzu 

2 Versicherungen  ab  ...  . 
Reserve  des  achten  Jahres  . 
Summe  der  Beiträge:  7.18,9 

Zins  hinzu  

2 Versicherungen  ab  ...  . 

Reserve  des  neunten  Jahres  . 
Summe  der  Beiträge:  5.18,9  . 

Zins  hinzu  


PP 


5 Versicherungen  ab  . . . 
Reserve  des  zehnten  Jahres  . 


566,45 

472,5 

1038.95 
'31,16 

1070.11 
500 

570.11 
378 
948, ! 1 

28,44 

976.55 
400 

576.55 
302,4 

878.95 
26,37 

905.32 
400 

505.32 
226,8 

732.12 
21,96 

754.08 
300 

454.08 
170,1 
624,18 

18,73 

642.91 

200 

442.91 
132,3 
575,21 

17,26 

592.47 

200 

392.47 
94,5 

486,97 

14,61 

501,58 

500 

1,58 


i 

» 


W 
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Von  hier  an  ist  die  Gesellschaft  geschlossen.  Der  üeberschuss 
in  dem  kleinen  Betrage  von  1,58  rührt  davon  her,  dass  die  Bei- 
träge mit  18,9  statt  18,89....  der  Kürze  wegen  in  Rechnung  ge- 
nommen wurden.  " 

Diese  Rechnung  geht  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  alle 
eingetretenen  Mitglieder  sich  mit  gleichen  Summen  betheiligen. 
Diese  beschränkung  ist  jedoch  leicht  zu  entfernen.  Man  kann 
namlich  nach  dieser  Rechnung  auf  jede  beliebige  Versicherun^^s- 
summe  für  das  einzelne  Mitglied  übergehen,  wenn  man  die  Reserve 
eines  bestimmten  Jahres  auf  die  Versicherungssumme  100  zurück- 
luhrt  und  von  der  so  erhaltenen  Quote  auf  die  entsprechende 
Grosse  in  der  Reserve  übergeht,  was  leicht  geschehen  kann,  da 

die  V ersicherungssummen  zu  einander  in  demselben  Verhältnisse 
wie  die  Beiträge  stehen.  " ’ 

S„"  hiernach  ,1er  lieatancl  ,1er  Reserve  ,les  vierten  Jahre» 
.vor.,,  nnch  20  M.lglicler,  also  auch  20  Ver»icher„„g»s„„,„,e„  eri 
je  100  vnrha'nlen  sind,  bestinin.t  .verden,  ivenn  ein  Slitglied  mit 
oOO  e.n  a, reite»  mit  300  und  ,lie  tihrigen  mit  je  100  versichert 
Sind,  so  beträgt  die  Reserve  für  je  100: 


570, 1 1 


= 28,5055 , 


folglich  für  eine  V ersicherung  von  .500 

” ’>  „ 300 

c erun^^en  von  JOO 


142,5275, 

85,5165, 

513,099 

741,143. 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise  ln 
der  Bank  sind  26  Hundert  statt  20  unter  den  angegebener.  Bedin- 
gungen  versichert.  Die  Reserve  muss  sich  daher  in  gleichem 

erhaltnis.s  hoher  steilen.  Die  Reserve  des  vierten  Jahres  he- 
trägt  daher  in  diesem  Falle: 

">6 

/v"4  = ,^,570, 11=741, J43. 

Werden  in  dieser  Weise  Reservefahellen  für  die  verschiedenen 
Altersklassen  von  den  Gesellschaften  angefertigt  und  angelegt 

so  wird  hiedurch  die  Berechnung  der  Reserve  ungemein  erleich- 
tert werden. 

Die  Berechnung  des  Standes  der  Reserve  für  die  Einzahlung 

eni^maliger  Einkaulssummeti  ergibt  sich  nach  der  vierten  Methode 

0.94  noch  einfacher,  weswegen  sie  nicht  besonders  hier  durch- 
getuhrt  wird. 
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83stes  Jahr.  Reserve  des  dritten  Jahres 566,45 

Summe  der  Beiträge:  25.18,9  472,’5 

“1038,95 

Ains  hinzu jg 

K V • K u 1070, ’ll 

o Versicherungen  ab 5qq 

" n Reserve  des  vierten  Jahres 57q  |J 

Summe  der  Beiträge:  20.18,9 S/s’ 

7-  I,- 

Ziins  hinzu 28  44 

976T55 

4 Versicherungen  ab 4Qq’ 

^ >»  » Reserve  des  fünften  Jahres 576  55 

Summe  der  Beiträge  : 16.18,9  302,4 

Äins  hinzu 96  37 

, , 905,32 

4 Versicherungen  ab 4QQ 

^0  » ,,  Reserve  des  sechsten  Jahres 5Q5 ,32 

Summe  der  Beiträge:  12.18,9  2263 

7- 

Ains  hinzu 21  96 

^ V • u . ~7^ 

o Versicherungen  ab 3qq 

» » Reserve  des  siebenten  Jahres 454  (j3 

Summe  der  Beiträge:  9.18,9 170,1 

7-  h- 

Zins  hinzu ^ lg 

642^ 

2 V^ersicherungen  ab 200 

^ » •’  Reserve  des  achten  Jahres 442  y| 

Summe  der  Beiträge:  7.18,9 132,3 

575;2l 

Zins  hinzu 17  96 

, ,,  . 592,47 

2 V ersicherungen  ab 9Qq 

M »»  Reserve  des  neunten  Jahres 39.)  47 

Summe  der  Beiträge:  5.18,9 94^5 

486,97 

Zins  hinzu 14  61 

^ V • h u 501,58 

5 Versicherungen  ab SOO 

^ >*  »»  Reserve  des  zehnten  Jahres j gy 

« 
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V on  hier  an  ist  die  Gesellschaft  geschlossen.  Der  üeberschuss 
m dem  kleinen  betrage  von  1,58  rührt  davon  her,  dass  die  Bei- 

• ge  mi  , satt  18,89....  der  Kürze  wegen  in  Rechnung  ge- 
nommen  uurden.  * " 

Diese  Rechnung  geht  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  alle 

emgetre  e,.e„  Mitglieder  eich  „,it  gleichen  Snntnten  helhelL" 

üicee  lieeehrankuiig  iet  jedoch  leicht  zu  entrernen,  Mai,  kann 

nanthch  „ach  dteeer  Rechnnng  auf  jede  heliehige  Vereichetnnos 

enntme  rar  da,  e.nzelne  Mitglic.i  uhcgehen,  tve„"„  tnan  die  Re,e^ 

eines  hestminiten  Jahres  auf  die  Versichernngssuntme  100  zutiiek- 

uhrt  „nd  vnn  der  so  erhaltenen  fjuote  auf  die  enl,|„echende 

Grosse  ,n  de,  Kes.rve  ühergeht.  „as  leicht  geschehe,,  kann,  da 

die  Yers,chetnng„un,men  zn  einander  in  demselben  Verhältnisse 
«le  die  Beiträge  stehen.  «cmnisse, 

Soll  hiernach  der  llestand  der  Reserve  de,  vierten  Jahres 
ivorm  noch  20  Mrtglie,  er,  also  auch  20  Versicherrrngssnmnien  zn’ 

iL  lieslimmt  „erden,  „enn  ein  Mitglied  mit 

oOO  ein  zrverte,  mit  300  und  die  ührigen  mit  je  100  versiehe, 
»<iiid,  so  beträgt  die  Reserve  für  je  100: 


570, 1 1 


= 28,5035 , 


folglich  für  eine  V erssicheniiig  von  500:  142,5275 

” ” ” » 300:  85,5165, 

e run  j^e  n von  100:  513.099 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgende  VVei^e  ln 
der  Bank  sind  2b  Hundert  statt  20  unter  den  angegebenen  Bediil 
gungen  versichert.  Die  Reserve  muss  sich  daher  in  gleichem 
Verba  tnis.s  höher  stellen.  Die  Reserve  des  vierten  Jahres  he 
tragt  daher  m diesem  Falle: 

26 

= ;7q- 570,11  =741,143. 

Werden  in  dieser  Weise  Resercelahellen  für  die  verschiedenen 
Allersklassen  von  den  Gesellschafre,,  angclcrligr  and  angeleol 

rer,  :erden  ‘ 

einmal-'’  '*7",'’"''"^'  '''*  S'“'"''»  •'er  Reserve  für  die  Einzahlung 
maliger  Emkauissunimen  ergibt  sich  nach  der  vierten  Methode 

trahrrr^ld!'  “ •'-'l- 
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§.  100. 

Berechnung  der  Vergütung  ini  Falle  des  Austritts. 


Diese  Vergütung  berechnet  sich  nach  §.  96.  leicht,  indem  der 
so  vielte  Theil  der  Reserve  zu  vergüten  ist,  als  die  versicherte 
Summe  des  austretenden  Mitgliedes  von  der  Gesammt- Versiche- 
rungssumme beträgt.  Hiernach  berechnet  sich  die  zu  gewährende 
V’ergütung  aus  dem  Reservefonds  für  100  nach  §.  99.  im  vorlie- 


genden Falle  für  den  Schluss 


des  4ten  Jahres  auf  — = 28,505...., 


20 


„ 5ten 

576,55  _ 

,,  jy  O0,U»J, 

„ 6ten 

505,32_ 

yy  yy  j y — »— i ^ > 

„ 7ten 

4.54,08  _ 

yy  yy  (j  — o(i,4j, 

U.  s.  w. 

Nach  der  von  der  Gothaer  Bank  angeimmmenen  Methode  be- 
trägt die  Reserve  des  4ten  Jahres  28,505  Procent  von  der  Ver- 
sicherungssumme. Es  würden  also  nach  dem  Wortlaut  der  in  §.  96. 
gegebenen  Vorschrift  55  Procent  von  der  auf  die  Versicherung 
treffenden  Summe,  also : 


28,5.^  _ 

X — 15,6/5  y 


100 


im  fünften  Jahre 


36,03.58 


100 


= 20,897 


u.  s.  w.  ausgezahlt  werden. 


Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Bank  sich  gegen  mögliche  Aus- 
fälle zu  decken  sucht,  diese  Absicht  könnte  aber  sachgemässer 
durch  Abzug  bestimmter  Procente  erreicht  werden.  Da  aber  die 
Gesellschaft  durch  den  Sicherheitsfonds  gegen  mögliche  Ausfälle 
schon  gedeckt  ist,  so  dürfte  auch  hiefür  keine  besondere  Befürch- 
tung vorliegen,  denn  eine  Gesellschaft  gewinnt  gerade  dadurch  an 
Vertrauen,  dass  sie  die  Ansprüche  ihrer  Mitglieder,  auch  im  Falle 


des  Austritts,  in  vollem  Maasse  anerkennt  und  befriedigt. 


Dass  aber  der  Austritt  eines  Mitgliedes  nicht  nothwendig  auf 


I 


l 
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Verlust  tur  die  Casse  führt,  lässt  sich  nach  der  hier  aufgestellten 

Kechnungsweise  dadurch  zeigen,  dass  man  im  Falle  des  Austritts 

einer  I erson  die  volle  Vergütung  in  Ausgabe  nimmt  und  dann 

für  die  noch  übrig  bleibenden  Mitglieder  die  !iechnung  fortsetzt. 

Aur  bei  ungünstigen  Annahmen  wird  sich  ein  Ausfall,  jedoch  kein 

bedeutender,  herausstellen,  wie  sich  diess  bei  Durchführung  der 

hechnung  und  bei  Annahme  verschiedener  Möglichkeiten  leicht 
zeigen  wird. 


§.  101. 

w erthbestimmung  halbjährlicher  und  vierteljährlicher 

Beiträge. 

Einzelne  V ersicherungsgesellschaften  gestatten  halbjährliche 
und  vierteljährliche  Beiträge,  und  zwar  entweder  in  der  Weise 
dass  der  jährliche  Beitfag  den  Zeitfristen  entsprechend  in  gleiche 
1 heile  gethe.lt,  die  erste  Zahlung  ohne  Zins,  die  folgenden  aber 
mit  Z.nszuschlag  gemacht  werden;  oder  dass  statt  des  jährlichen 
Beitrags  gleiche  halbjährliche  oder  vierteljährliche  erhoben  werden. 

lin  ersten  halle  ist  die  Sache  ganz  einfach.  Im  zweiten  Falle 
erg.ht  sich  der  halbjährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise.  iVennt 
man  den  halbjährlichen  Beitrag  den  ganzjährigen  den 

. n o iP  = Pi,  «o  hat  man,  da  die 

halbjährlichen  Beiträge  gleich  sind  : 

1 ^Opi  V 1 ,0pi  ^ 1 ,0p,  y ,0p, . — , 


und  hieraus : 

I) 


_ /Ja  0.0p, 
‘^-i,0p,-j-i,0p7--2- 


Wird  der  vierteljährliche  Beitrag  und  der  vierteljährliche  Zins 
iP  — Pi  S^s^fzt,  so  ergibt  sich  in  gleicher  Weise: 

_ Z?4. 1,0p, 

und  hieraus: 

jt  — O.Op, 

1,0p, 

Man  kann  zwar,  wie  diess  in  Lehrbüchern  geschieht,  den 
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vierteljährlichen  Beitrag  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
bestimmen.  Dann  entsteht  für  Pi=ipi 


Nach  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  (Grundsätzen  erscheint 
aber  diese  Darstellung  nicht  richtig,  olkgleicli  die  hieraus  sich 
ergebenden  Werthe  nur  unbedeutend  von  den  aus  No.  2)  folgen- 
den ditferiren  werden. 

Setzt  man  in  den  hier  gefundenen  Formeln  p = so  bestimmt 

sich  der  halbjährliche  Beitrag  bei  einer  Versicherung  von  1000  für 
einen  40jährigen  IMann  nach  ßrune’s  Tafel,  wenn  /?4q  = 28,836 
in  No.  1)  gesetzt  wird: 


4) 


‘28, «36. 0,02 


28.836 


^2—1,02(1  — 1,02-2)  - 1,02. 1,9415609 


= 14,561; 


der  vierteljährliche  bestimmt  sich  nach  IVo.  2)  zu: 


5) 


B.= 


28,836.0,01 


28,836 


1,01  (1  - 1,01-^^)  “ 1,0!. 3, 9019656 
Aus  No.  3)  würde  man  erhalten  ; 


. = 7,3171. 


6) 


B.= 


28,836 

1 + — + 

^1.01  ^ 1,02  4^  1,03 




3,9419Ü48~^’'^^'^“ 


Hieraus  bestätigt  sich  die  obi^e  Bemerkung,  dass  der  Unter- 
schied, welcher  nach  den  Gleichungen  No.  2)  und  No.  .3)  hervor- 
treten muss,  unbedeutend  ist  und  sich  erst  in  deti  zwei  letzten 
Decimalstellen  zeigt. 

Bei  grossem  Summen,  die  jedoch  nach  den  Statuten  der  Ge- 
sellschaften bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen,  wird 
dieser  Unterschied  bemerkbar  hervor  treten.  Beträgt  die  Ver- 
sicherung 20000,  die  höchste  versicherbare  Summe  in  der  Wiener 
Bank,  so  ist  nach  No.  2)  der  vierteljährliche  Beitrag  bei  4 Uro- 
cent : B^^  — 146,342  fl.  = 14611.  21  kr.;  nach  No.  3)  ist  derselbe: 
.^4  = 146,304  fl.  =14611,  18  kr.,  und  ist  daher  erst  in  den  Kreu- 
zern zum  Nachtheile  der  Bank  verschieden.  Bei  höherm  Zinsfuss 
würde  der  Unterschied  etwas  stärker  hervortreten. 


!•  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  der  Sterblichkeits-Ordnung  von  Northainp- 
ton. 

2.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nach  Deparcieux,  berechnet  von  Hattendorf. 

3.  Tafel  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeitstafel 
von  Finlaison,  berechnet  von  Martin  Kasten 
in  Frankfurt.  Für  Männer  und  Frauen. 

4.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherun®'en 
nach  Brune,  berechnet  von  Hattendorf.  Für 
.Männer  und  Frauen. 

Die  einmaligen  Einkaufssummen  für  Lebensversicherungen  be- 
rechnen sich  aus  den  Leibrenten  nach  den  in  den  §§.  82.-84. 
angegebenen  Gleichungen ; die  jährlichen  Beiträge  (Prämien)  für 
Lebensversicherungen  aus  den  in  den  85.  — 88.  angegebenen. 


Tafel  der  lieibrenten  und  liebensversficheriin^en  nach 
der  Sterblichkeitstafel  von  arorthamp ton. 


Alter. 

i 

Zahl  der 
Lebenden. 

' Aa. 

Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1. 

<i 

. 3 Proc.  1 4 Proc. 

1 La* 

Jährlicher  Beitrag  (Prä- 
mie) für  eine  Lebens- 
versicherung von  100. 

3 Proc. 
ßa* 

0 

11050 

‘ 

1 

1 

I 

8050 

I 

10,021 

13,405 

, 

2 

7283 

18,599 

15,033 

I 

3 

0781 

19,575 

10,462 

4 

0440 

: 20,210 

17,010 

5 

0249 

20,473 

17,248 

i 

6 

0005 

20,727 

17,482 

1 

7 

5925 

20,858 

17,011 

8 

5815 

20,885 

' 17,062 

1,879 

9 

5735 

20,812 

' 17,625 

1,879 

10 

5075 

20,003 

17,523 

1,879 

11 

5023 

20,480 

17,393 

1,879 

12 

5573 

20,288 

17,251 

1,879 

rs 

5523 

20,081 

17,103 

1,879 

14 

5473 

1 9,872 

16,950 

1,879 

15 

5423 

19,057  j 

16,791  ' 

1,929 

K) 

5373 

19,435 

16,025  : 

1,983 

17 

5320 

19,218  j 

16,402  1 

2,033 

18 

5202 

19,013 

16,309  I 

2,083 

19 

5199 

18,820  1 

16,167  1 

2,133 

20 

5132 

18,038  i 

16,033 

2,179 

21 

5000 

1 

18,470  i 

15,912  ’ 

2,225 

22 

4985 

18,311  1 

15,797  ^ 

2,267 

23 

4910 

18,148 

15,680 

2,312 

24  ! 

4835  1 

17,983 

1 5,560 

2,354 

25 

4700  j 

17,814  1 

15,438 

2,403 

20 

1 

4085 

17,042 

15,312 

2,450 

27 

1 

4010  i 

17,407 

15,184 

2,504 

28 

4535 

17,289  1 

15,053 

2,554 

29 

4400 

17,107 

14,918 

2.012 

30 

4385 

10,922 

14,781 

2,671 

$ 
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Alter. 


Zahl  der 
Lebenden. 


Gegenwärtiger  Werth  einer  ' JährlicherBeit^ag(P^ä- 

x ^ , imie)  für  eine  Lebens- 

Leibrente  von  l.  ' • u 

Versicherung  von  100. 

3 Proc.  4 Proc.  3 p^oc. 

La^  ßn. 


3 Proc. 


4 Proc. 


4310 

4235 

4160 

4085 

4010 

3935 

3860 


6,732 

6,540 

6,343 

6,142 

5,938 

5,729 


4,639 

4,495 

4,347 

4,195 

4,039 

3,880 

3.716 


Gegenwärtiger  Werth  einer  I Jährlicher  Beitrag  (Prä- 

!mie)  für  eine  Lebens- 
Leibrente  von  1.  Versicherung  von  100. 

3 Proc.  j 4 Proc.  3 Proc. 

ßa*  ßa* 
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Tafel  der  l^eibreiiten  und  liebensvcrsicheruni^en 


nach  lleparcieux. 


I 


[ Zalil 
i der 

1 Ge^iiwärtiger  Werth  einer 

Jährlich!] 

r Beitrag  (Prämie)  für 

• 

u 

c 

Le- 

Leibrente  vor 

1 

eine  Lebensversicherung  von  100 

< 

ben- 

den 

3 Proc. 

j 3^  Proc. 

4 Proc. 

! 3 Proc. 

1 3^  Proc, 

1 4 Proc. 

1 La. 

1 

i 

1 

La. 

Ba. 

1 Ba. 

030000 

f 

' 15,7777 

14,2979 

13,0474 

\ 3,0477 

3,1552 

' 3,2726 

1 

17450 

20,8134 

i ^ 

18,8636 

17,2138 

‘ 1,6717 

1,6527 

1,6442 

2 

7088 

1 21.5327 

19,.5209 

17,8167 

1,5254 

1,4914 

1,4683 

3 

6823 

i 22,0401 

19,9889 

; 18,2490 

1,4276 

1,3828 

1,3489 

4 

■6618 

1 22,4045 

20,3294 

i 18,5669 

1,3601 

■ 1,3067 

1,2645 

5 

16468 

! 22,6118 

20,5288 

1 18,7573 

1,3226 

1,2633 

1,2153 

6 

6345 

! 22,7417 

20,6392 

18,8858 

! 1,29‘)4 

i 1,2353 

1,1826 

/ 

16243 

22.8066 

1 20,7317 

j 18,9621 

1,2879 

i 1,2199 

1,1633 

8 

6154 

22,8305 

20,7676 

19,0058 

1 ,2837 

1,2123 

1,1524 

9 

6073 

22,8291 

20,7811 

19,0297 

1,2839 

1,2095 

1,1464 

10 

6004 

GO 

20,7557 

1 19,0183 

1,2919 

1,2149 

1,1493 

11 

5946 

22,6967 

20,6917 

18,9720 

1,3074 

1,2284 

1,1609 

r> 

5897 

22,5718 

20,5938 

18,8948 

1,3297 

1,2493 

1,1803 

13 

3854 

22,4197 

20,4712 

18,7949 

1,3573 

1,2738 

1,2036 

14 

5815 

22,2472 

20,3298 

18,6778 

1,3800 

1,3066 

1,2357 

15 

3778 

22,0613 

20,1296 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1,2691 

16 

5740 

21,8736 

20,0204 

18,4190 

1 ,4592 

1,3756 

1,3034 

17 

5699 

21,6919 

19,8702 

18,2936 

1 .4942 

1,4099 

1,3369 

18  5635 

21,3165 

19,72.57 

18,1734 

1,5286 

1,4433 

1,3694 

19 

5608 

21,3477 

19,5872 

18,0587  ’ 

1,5621  i 

1,4737 

1,4008 

20 

5358 

21,1860 

19,4351 

17,9300 

1,5947  1 

1,5071 

1,4309 

21 

3506 

21,0276 

19,3262  1 

17,8443 

1,6271  ; 

1,5381 

1,4605 

t>2 

3453 

20,8690 

19,1971  1 

17,7384 

1,6601  : 

1,5696  ^ 

1,4905 

23 

5399 

20,7101 

19,0677 

17,6325 

1,6933 

1,6015  ; 

1,5208 

24 

3344 

20.5509  1 

18,9382  ! 

17,5265  ! 

1,7276 

1,6339 

1,5515 

25 

5288 

20,3916 

18,8086  i 

17,4206 

1,7621 

1,6667  1 

1,5825 

26  5231 

20,2322 

18,6790  1 

17,3148 

1,7972 

1,6999 

1,6139 

27 

5173 

20,0728 

18,5495 

17,2093 

1,8328 

1,7336 

1,6455 

28 

3116 

19,90.53 

18,4127 

17,0971 

1,8708 

1,7696  i 

1,6796 

20‘, 

5060 

19,7294 

18,2680 

16,9778  : 

1,9114 

1,8083  I 

1,7163 

30  5005 

19,5446 

18.1152  1 

16,8509 

1,9348 

1.8498 

1.75.58 

363 


Zahl 

der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jährlicher 

Beitrag  (Prämie)  für 

• 

C 

Le- 

Leibrente  von 

1 

eine  Lebensversicherung  von  100 

< 

ben- 

den 

3 Proc. 

3^  Proc. 

4 Proc. 

3 Proc. 

3^  Proc, 

4 Proc. 

Aa» 

Tja- 

Tja» 

La» 

Ba. 

Ba 

Ba. 

31 

4951 

19,3505 

17,9537 

16,7161 

2,0013 

1,8944 

1,7984 

32 

4897 

19,1508 

17,7870 

16,5765 

2,0500 

1,9412 

1,8433 

33  4844 

18,9412 

17,6110 

16.4281 

2,1021 

1,9915 

1,8917 

34 

4792 

18,7211 

17,4252 

16,2707 

2,1581 

2,0457 

1,9440 

35 

4740 

18,4942 

17,2329 

16,1071 

2,2171 

2,1030 

1,9994 

36 

4688 

18,2604 

17,0339 

15,9372 

2,2794 

2,1635 

2,0580 

37 

4637 

18,0151 

16.8240 

15,7570 

2,3464 

2,2288 

2,1215 

384587 

17,7578 

16,6026 

15,5659 

2,4183 

2,2993 

2,1903 

394538 

17,4880 

16,3692 

15,3634 

2,4963 

2,3757 

2.2651 

40 

4490 

17,2032 

16,1233 

15,1487 

2,5803 

2,4584 

2.3463 

41 

4441 

16,9169 

15,8717 

14,9285 

2,6687 

2,3454 

2,4319 

42 

4392 

16,6188 

15,6103 

14,6988 

2,7631 

2,6386 

2.5237 

43 

4342 

16,3145 

15,3429 

14,4628 

2,8629 

2,7372 

2.6210 

44 

4291 

16,0036 

15,0687 

14,2201 

2,9683 

2,8416 

2,7241 

43 

4239 

15,6859 

14,7874 

13,9703 

3,0805 

2,9525 

2,8337 

46 

4186 

15,3611 

14,4987 

13,7131 

3,1995 

3,0705 

2,9305 

47 

4132 

15,0287 

14,2023 

13,4480 

3,3262 

3,1963 

3,0752 

48 

4077 

14,6884 

13,8977 

13,1746 

3,4613 

3,3308 

3,2087 

49 

4021 

14.3397 

13.5844 

12,8924 

3,6064 

3,4730 

3,3520 

50 

3964 

13,9823 

13,2621 

12,6009 

3,7619 

3,6300 

3,5063 

51 

3905 

13,6193 

12,9336 

12,3029 

3,9276 

3,7952 

3,6710 

52 

3843 

13,2542 

1 2,6023 

12,0013 

4.1028 

3,9701 

3,8453 

53 

3777 

12.8904 

12,2713 

11,6996 

4,2866 

4,1534 

4,0281 

54 

3707 

12,5279 

11,9406 

1 1,3974 

4,4795 

4.3460 

4,2201 

55 

3631 

12,1738 

11,6172 

11,1014 

4,6782 

4.5441 

4,4174 

563550 

1 

11,8251 

11,2981 

10.8088 

4,8846 

4,7497 

4,6221 

573463 

1 

11,4786 

10,9804 

10,5170 

3,1011 

4,9653 

4,8367 

.583377 

11,1311 

10,6609 

10,2226 

5,3307 

5,1940 

5,0644 

59 

3286 

10,7825 

10.331K) 

9,9260 

5,5745 

5,4370 

5.3063 

60' 

3191 

10,4366 

10,0201 

9,6303 

5,8312 

5,6927 

5,5609 

61 

3092 

10,0939 

9,7028 

9,3362 

6,1013 

5,9617 

5,v8285 

62 

2990 

9,7514 

9.3850 

9,0409 

6,3885 

6,2476 

6,1131 

63 

2885 

9,4095 

9,0070 

8,7448 

6,6940 

6,5518 

6,4157 

64 

2778 

9,0651 

8,7438 

8,4448 

7,0227 

6,8792 

6,7416 

65 

2669 

8,7183 

8,4216 

8,1413 

7,3772 

7,2323 

7,0931 

1 


Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1 
Proc.  I 3i  Proc.  > 4 Pro 


Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  für 
eine  Lebensversicherung  von  100 
3 Proc.  3i  Proc.  4 Proc. 


t>,5274 

2,2931 

2,0216 

1,7239 

1,4365 

1,1849 

0,9717 

0,8047 

0,6737 

0.6349 

0,3205 

0,0000 


Werth  der  lieibrenten  nach  der  Sterblichkeits- Tafel 
von  Finlaison  bei  3 Procent. 


Für 

Männer. 

• 

u 

Zahl  der 

Ci 

< 

Lebenden. 

1 Leibrente. 

1000 

981 

963 

949 

937 

927 

919 

912 

906 

901 

896 

891 

886 

881 

876 

872 

866 

860 

854 

846 

837 

827 

816 

804 

793 

782 

771 

761 

751 

742 

732 


23,8867589 
24,0299304 
24,1642083 
24,2111133 
24,2136253 
24,1679633 
24,0707323 
23,9452446 
23,7901158 
23,6040848 
23,4121304 
23,2140368 
23,0095803 
22,7985275 
21,5806368 
21,3300193 
21,1221365 
20,9075853 
20,6861113 
20,5081764 
20,350555 1 
20,2145312 
20,1016419 
20,0013716 
19,9000739 
19,7853983 
19,6679728 
19,5242146 
19,3777164 
19,2011388 
19,0473528 


Für 

Frauen. 

• 

u 

Zahl  der  j 

Leibrente. 

< 

Lebenden. 

1000 

981 

967 

955 

945 


23,9763044 

24,1739122 

24,2595987 

24,3013643 

24,2887025 

24,2917724 

24,2637066 

24,1819783 

24,0711228 

23,9297833 

23,7841533 

23,6066776 

23,4235478 

23,2073965 

23,0383626 

22,8370078 

22,7100808 

22,5527031 

22,4177025 

22,2790554 

22,1639123 

22,0188438 

21,8697638 

21,7165228 

21,5589651 

21,3966148 

21,2578548 

21,0876570 

20,9125015 

20,7321970 

20,5464276 


366 


Für 

■ Männer. 

Für 

Frauen. 

Alter. 

i Zahl  der 
Lebenden. 

1 

1 Leibrente. 

• 

o 

< 

Zahl  der 

( 

Lebenden.  ' 

1 

Leibrente. 

31 

723 

1 18,8629908 

31 

770 

20,3553295 

32 

714 

1 18,6737822 

32 

763 

20,1583377 

33 

705 

1 18,4709536 

33 

755 

19,9830941 

34 

i 696 

18,2800503 

34 

748 

19,7752046 

35 

687 

18,0751128 

35 

740 

19.5886606 

36 

679 

17,8367168 

36 

732  ^ 

19,3968265 

37 

670 

17,6186038 

37 

724 

19,1994907 

38 

662 

! 17,3664630 

38 

716  I 

18,9964305 

39 

653 

! 17,1399169 

39 

708  ; 

18,7874118 

40 

644 

16,8946450 

40 

700  , 

18,5618994 

4t 

636 

16,6203710 

41 

693 

18,3225804 

42 

627 

16,3647089 

42 

685 

18,1205523 

43 

619 

16,0734938 

43 

677 

17,8556556 

44 

610 

15,7999631 

1 

44 

669 

17,6112516 

45 

602 

15,4902281 

45 

661 

17,3591304 

46 

594 

15,1698156 

46 

654 

17,0712792 

47 

586 

i 14,8382192 

47 

646 

16,8011688 

48 

578 

14,4919001 

48 

638 

16,5521971 

49 

570 

14,1392876 

49 

631  > 

16,2066657 

50 

561 

13,7971049 

50 

623 

15,9072050 

51 

552 

13,4427194 

51 

616  i 

15,5726394 

52 

542 

13,1014624 

52 

608  , 

15,2488763 

53 

531 

12,7740532 

53 

601  ' 

14,8892785 

54 

520 

1 

12,4356020 

54 

593  1 

14,5428501 

55 

O 

00 

12,1112371 

55 

585  1 

14,1839786 

56 

495  1 

11,8021893 

56 

576  1 

13,8377714 

57 

482  ; 

11,4841208 

57 

568 

13,4536494 

58 1 

468 

11,1824925 

58 

559  ! 

i 

13,0803636 

59 

454 

10,8731470 

59 

549  i 

12.7181802 

60 

440  ! 

10,5556843 

60 

539 

12,3427631 

61! 

426 

10,2296620 

61 

529 

11,9533683 

62 

413 

9,8682110 

62 

519 

11,5491940 

63 

399  ! 

1 

9,5208979 

63 

508 

11,1532533 

64 

385 

9,1630171 

64 

496 

10,7657830 

65 

370 

8,8206303 

65 

484 

10,3636841 

367 


Für 

Männer. 

Für 

Frauen. 

Alter. 

Zahl  der 
Lebenden. 

^ Leibrente. 

1 

1 

• 

u 

03 

4,3 

< 

' Zahl  der 

i 

1 Lebenden. 

Leibrente. 

66 

355 

' 8,4691333 

66 

471 

9,9692225 

67 

: 339 

8,1349217 

67 

457 

9,5828641 

68 

1 322 

7,8213377 

68 

443 

9,1822800 

69 

! 305 

7,5049993 

69 

428 

: 8,7892113 

70 

i 288 

1 7,1864428 

70 

412 

8,4044563 

71 

i 270 

* 6,8955051 

71 

395 

8,0291519 

72 

253 

6,5796047 

72 

377 

7,6648943 

73 

1 235 

6,2960819 

73 

358 

7,3138276 

74 

: 218 

: 5,9906724 

74 

339 

6,9554595 

75 

202 

5,6591366 

75 

319 

6,6132846 

76 

185 

5,3645404 

76 

298 

6,2917011 

77 

171 

4.9778547 

77 

277 

5,9715542 

78 

156 

4,6201895 

78 

255 

; 5,6815687 

79  1 

141 

4.2650499 

79 

233 

: 5,4045667 

80 

125 

3,9553056 

80  i 

210 

5,1763903 

81  ! 

110 

3,6295053 

81 

189 

4,9240910 

82 

95 

3,3287368 

82 

168 

4.7057905 

83 

81 

3,0211070 

83 

149 

4,4650334 

84 

68 

2,7066317 

84 

132 

4,1912805 

85 

56 

2,3852228 

85 

117  ! 

3,8704804 

86 

44 

2,1268108 

86 

103  i 

3.5284623 

87 

34 

1,8349132 

87  i 

89  1 

3,2060063 

88 

24 

1,6774441 

88 

76  ! 

2,8670342 

89 

17 

1.4392011 

89 

64  i 

2,5067412 

90 

11 

1,2909466 

90 

52 

2,1777766 

91 

7 

1,0894892 

91 

41  1 

1,8449198 

92 

4 

0,9638043 

92 1 

30 

1,5970320 

93 

3 

0,3236246 

93 

21  ; 

1,3499187 

94 

1 

94! 

14  1 

1,0856243 

95 

0 

95 

8 i 

0,9568378 

96 

( 

5 ! 

0,5768687 

97! 

2 

0,4854369 

1 

1 

98' 

1 

1 

99' 

i 

0 

i 


r 


I 


— 3Ö8  — 


Tafel  der  üeibrenten  und  liebensversictierunipen 

nach  Brune  für  Banner. 


Zahl 

der 

1 Gcgcm\ 

artiger  Werth  einer 

1 Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  für 

l 

Le- 

j Leibrente  von 

1 

I eine  Lebensversicherung  von  100 

ben- 
j den 

! 3 Proc. 

3^  Froc. 

4 Proc. 

1 3 Proc. 

i 

i Proc. 

[ 4 Proc. 

•< 

(A.) 

(£'«)• 

; (La). 

(Lo). 

: (Ha). 

! (ßa). 

! (fia). 

•21 

9260 

'i  21,3823 

19,6899 

18,2090 

1,5552 

i 1,4516 

1,3597 

2-2 

9202 

21,1626 

19,5075 

18,0567 

1,5995 

1,4946 

: 1,4013 

23 

9144 

’ 20,9357 

19,3183 

17,8981 

1,6462 

! 1,5400 

1,4454 

24 

9085 

20,7038 

1 9, 1 243 

17,7349 

1 1,6949 

1,5875 

1,4915 

25 

9025 

20,4667 

1 ' 

18,9252 

17,5669 

' 1,7458 

i 1,6371 

1 ,5398 

26 

8964 

20.224 1 

✓ 

18,7209 

17,3939 

i 1,7990 

! 1,6891 

1,5904 

27 

8903 

19,9736 

18,5089 

17,2136 

, 1,8553 

i 1,7442 

1,6443 

2S 

8842 

19,7147 

18,-2888 

1 7,0256 

! 1,9149 

■ 1,8027 

1,7015 

29 

8780 

} 

i 19,4496 

18,0626 

16,8317 

1,9775 

1,8642 

1,7618 

30 

8717 

1 19,1778 

17,8299 

16,6315 

1 ' 

2,0433 

: 1,9291 

1,8255 

31 

8653 

18,8993 

17,5905 

I 16,4-247 

2,11-27 

i 1,9975 

1,8928 

32 

8587 

18,6159 

17,3461 

16,2130 

2,1853 

2,0691 

1,9634 

33 

8518 

1 18,3297 

17,0986 

15,9981 

2,2608 

2,1436 

2,0368 

34 

8445 

18,0427 

16,8500 

' 1 

15,7818 

2,3387 

2,2206 

2,1127 

35 

8369  i 

1 7,7528 

16,5981 

15,5621 

2,4199 

2,3008 

2,1917 

36;8-291 

17,4574 

16,3407 

15,3369  1 

2,5053 

2,3851 

•2,2750 

37' 

1 

8210 

17,15851 

16,0795 

15,1077  1 

2,5944 

2,4733 

2,3621 

38: 

8125i 

16,8582  1 

15,8164 

14,8764  i 

2,687 1 

2,5649 

2,4525 

39 1 

8036 

16,5562  : 

15,5512 

14,6428  ' 

2,7834 

2,6602 

2,5466 

40 

7943 

16,25-26  ! 

15,-2840  , 

14,4068  i 

2,8836 

2,7593 

2,6445 

41 1 

7847 1 

15,9450 

15,01-25  1 

14,1664 

2,9888 

2,8635 

2,7474 

42| 

7749! 

15,6310  i 

14,7344 

13,9194  1 

3,1002 

2,9739 

2,8565 

43 

7649; 

15,3104 

14,4495  i 

1 3,6654  i 

3,2184 

3.0911 

2,9726 

44 

7546 

14,9850 

14,1594  j 

13,4060 

3,3132 

3,2149 

3,0954 

45!' 

7440 

14,6544 

13,8637 

13,1409 

3,4753 

3,3461 

3,2-255 

46 

:330 

14,3206 

13,5643 

1-2,8716 

3,6146 

3,4845  , 

3,36-28 

47 

7216 

13,9832 

13,2608 

1-2,5980 

3,7615 

3,6306  1 

3,5079 

48'! 

j 

?097 

13,6442 

1-2,9551  1 

12,3216 

3,9160 

3,7842  ! 

3,6604 

49  < 

5973 

13,3035 

1-2,6470 

12,0423  1 

4,0787  : 

3,9460 

3,8212 

50  ( 

5845 

12,9588 

12,3344  1 

11,7582 

4,2513  1 

1 

4,1178  1 

3,9919 
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jZahl 

der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  für 

1 Le- 

1 

.Leibrente  von  1 

eine  Lebensversicheritno*  von  100 

0 

4-a 

I ben- 
den 

3 Proc. 

3^  Proc. 

4 Proc. 

3 Proc. 

3|  Proc. 

1 4 Proc. 

(Aa) 

(La). 

1 (-^o)- 

(La). 

' (ßa). 

(ßa). 

(ßa). 

516714 

1 

1 12,6080 

T 12,0152 

' 11,4671 

4,4360 

4,3017 

4,1750 

52657£ 

1 12,2527 

i 11,6909 

11,1705 

' 4,6330 

4,4980 

4,3704 

536441 

i 11,8927 

11,3612 

10,8681 

4,8437 

4,7082 

4,5798 

54 

16296 

i 11,5-296 

11,0-278 

10,5613 

1 5,0685 

4,9324 

4,8034 

5S 

»6147 

1 11,1634 

10,6905 

10,2500 

' 5,3088 

5,17-23 

5,0427 

56 

15992 

! 10,7957 

10,3508 

9,9358 

5,5650 

5,4283 

5,2981 

57 

5830 

i 10,4-286 

10,0108 

9,6203 

5,8374 

5,7003 

5,5697 

58 

5662 

10,0601 

9,6686 

i 9,3020 

6,1-288 

' 5,9916 

5,8607 

59 

;5487 

9,6924 

1 9,3-262 

^ 8,9826 

6,4398 

6,3025 

6,1713 

60 

5304 

9,3276 

8,9856 

8,6643 

6,7701 

; 6,6327 

6,50 1 3 

61 

5112 

1 8,9683 

8,6494 

8,3493 

7,1192 

6,98 1 7 

6,8499 

62 

4910 

8,6174 

j 8,3205 

8,0405 

7,4852 

7,3474 

7,2153 

63 

4699 

8,2745 

1 7,9984 

/,/o/b 

7,8697 

7,7315 

7,5987 

64 

4481 

7,9373 

7,6811 

7,4385 

8,2764 

8,1377 

8,0042 

65 

4258 

7,6036 

7,3662 

7,1412 

8,7104 

8,5712 

8,4370 

66 

4032 

7,2707 

7,0514 

6,8432 

9,1782 

9,0386 

8,9038 

67 

3804 

1 

6,9377 

6,7356 

6,5435 

9,6855 

9,5456 

9,4103 

68 

3573 

i 

6,6078 

6,4221 

6,-2452 

10, -23 18 

10,0917  1 

9,9561 
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nach  »rane  für  Frauen. 
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